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Введение
Учебно-методическое пособие содержит краткое изложение теоретического материала с примерами решения типовых задач по таким разделам математики, как: «Элементы линейной алгебры и аналитической геометрии». 
Целью пособия является обеспечение студентов необходимым и достаточным материалом для решения типовых контрольных задач по данным разделам математики и усвоения основных положений теоретического курса.
Учебно-методическое пособие направлено на формирование следующих общекультурных и профессиональных компетенций бакалавра экономики:

· владение культурой мышления, способность к обобщению, анализу, восприятию информации, постановке цели и выбору путей ее достижения;
· способность анализировать социально-значимые проблемы и процессы, происходящие в обществе, и прогнозировать возможное их развитие в будущем.
Методические указания составлены в соответствии с требованиями ФГОС ВПО 3+.
Для подробного изучения разделов необходимо использовать учебные пособия по математике, рекомендованные библиографическим списком, приведенном в пособии.

Данное учебно-методическое пособие рекомендовано для студентов дневного и заочного отделения, обучающихся по направлению 38.03.01 «Экономика» для облегчения понимания учебного материала, выполнения контрольных работ и подготовки к экзамену.
1. Матрицы и определители
Матрица – специальное математическое понятие. С помощью матриц удобно записывать различные преобразования, линейные системы и т.д., поэтому матрицы часто встречаются в математической и технической литературе. 
Определение 1.1. Прямоугольная таблица из m, n чисел, содержащая m – строк и n – столбцов, вида:
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называется матрицей размера m ( n
Числа, из которых составлена матрица, называются элементами матрицы.

Положение элемента аij в матрице характеризуются двойным индексом:

первый i – номер строки; второй j – номер столбца, на пересечении которых стоит элемент.

Сокращенно матрицы обозначают заглавными буквами: А, В, С…

Коротко можно записывать так: 
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Определение 1.2. Матрица, у которой число строк равно числу столбцов, т.е. m = n , называется квадратной. 

Число строк (столбцов) квадратной матрицы называется порядком матрицы.
Пример 1.1..
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 Мы будем рассматривать матрицы, элементами которых являются числа. В математике и ее приложениях встречаются матрицы, элементами которых являются другие объекты, например, функции, векторы.

Определение 1.3. Матрица размера 1 ( n, состоящая из одной строки, называется матрицей – строкой. 
 Матрица размера т ( 1, состоящая из одного столбца, называется матрицей – столбцом.

Определение 1.4. 
Нулевой матрицей называют матрицу, все элементы которой равны нулю.

Рассмотрим квадратную матрицу порядка n:
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Диагональ квадратной матрицы, идущая от верхнего левого элемента таблицы к правому нижнему, называется главной диагональю матрицы (на главной диагонали стоят элементы вида а ij, где i=j).

Диагональ, идущая от правого верхнего элемента к левому нижнему, называется побочной диагональю матрицы.

Рассмотрим некоторые частные виды квадратных матриц.

1) Квадратная матрица называется диагональной, если все элементы, не стоящие на главной диагонали, равны нулю.
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2) Диагональная матрица, у которой все элементы главной диагонали равны единице, называется единичной. Обозначается:
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3) Квадратная матрица называется треугольной, если все элементы, расположенные по одну сторону от главной диагонали, равны нулю: 
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Для квадратной матрицы вводится понятие: определитель матрицы. Это определитель, составленный из элементов матрицы. Обозначается: 
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Неквадратная матрица определителя не имеет.

Если определитель квадратичной матрицы отличен от нуля, то матрица называется невырожденной, если определитель равен нулю, то матрица называется вырожденной.
Определение 1.5. 
 Матрица, полученная из данной заменой ее строк столбцами с теми же номерами, называется транспонированной к данной.
Матрицу, транспонированную к А, обозначают АТ.

Пример 1.2.. 
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Определение 1.6. Две матрицы одного и того же размера называются равными, если равны все их соответственные элементы.

Рассмотрим действия над матрицами.

1.1 Сложение матриц
Операция сложения вводится только для матриц одинакового размера.

Определение 1.7. Суммой двух матриц А = (аi j) и В = =(bij) одинакового размера называется матрица С = (сi j) того же размера, элементы которой равны суммам соответствующих элементов слагаемых матриц, т.е. с i j = a i j + b i j
Обозначается сумма матриц А + В.

Пример.
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1.2 Умножение матриц на число
Определение 1.8. Чтобы умножить матрицу на число k, надо умножить на это число каждый элемент матрицы: если А= (а i j ), то k · A= (k · a i j )
Пример 1.3..
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Свойства сложения матриц и умножения на число
1. Переместительное свойство: А + В = В + А

2. Сочетательное свойство: ( А + В ) + С = А + ( В + С )

3. Распределительное свойство: k · ( A + B ) = k· A + k·B, где k – число
1.3 Умножение матриц
Матрицу А назовем согласованной с матрицей В , если число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В , т.е. для согласованных матриц матрица А имеет размер m ( n , матрица В имеет размер n ( k . Квадратные матрицы согласованы, если они одного порядка. 

Определение 1.9. Произведением матрицы А размера 
[image: image13.wmf]n

m

´

 на матрицу В размера n ( k называется матрица С размера m ( k, элемент которой аi j , расположенный в i –ой строке и j – ом столбце, равен сумме произведений элементов i – ой строки матрицы А на соответствующие элементы j – столбца матрицы В, т.е. 
c i j = a i 1 b 1 j + a i 2 b 2 j +……+ a i n b n j

Обозначим: С = А ( В.

Если 
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Произведение В ( А не имеет смысла, т.к. матрицы 
[image: image16.wmf])
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Если А ( В имеет смысл, то В ( А может не иметь смысла.

 Если имеет смысл А ( В и В ( А, то, вообще говоря 
А ( В ( В ( А, т.е. умножение матриц не обладает переместительным законом.

Если А – квадратная матрица и Е – единичная матрица того же порядка, то А ( Е = Е ( А = А.

Отсюда следует, что единичная матрица при умножении играет роль единицы.

Пример 1.4. Найти, если можно, А ( В и В ( А.
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Решение: Квадратные матрицы одного и того же второго порядка согласованы в том и другом порядке, поэтому А ( В и В ( А существуют.
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Решение: Матрицы А и В согласованы
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Матрицы В и А не согласованы, поэтому В ( А не имеет смысла.

Отметим, что в результате перемножения двух матриц получается матрица, содержащая столько строк, сколько их имеет матрица–множимое и столько столбцов, сколько их имеет матрица-множитель.
Свойства умножения матриц
1) Сочетательное свойство: А ( ( В ( С ) = (А ( В ) (С
2) Распределительное свойство: (А + В) ( С = А ( С + В (С
Можно показать, что, если А и В – две квадратные матрицы одного порядка с определителями ( А ( и ( В (, то определитель матрицы С = А ( В равен произведению определителей перемножаемых матриц, т.е. 
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Отметим следующий любопытный факт. Как известно, произведение двух отличных от нуля чисел не равно нулю. Для матриц подобное обстоятельство может и не иметь места, т.е. произведение двух ненулевых матриц может оказаться равным нуль - матрице.

Действие "деление" для матриц не вводится. 
1.4 Определители второго и третьего порядков

Пусть А – квадратная матрица порядка n:
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Каждой такой матрице можно поставить в соответствие единственное действительное число, называемое определителем (детерминантом) матрицы и обозначаемое 
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Отметим, что определитель существует только для квадратных матриц.

Рассмотрим правила вычисления определителей и их свойства для квадратных матриц второго и третьего порядка, которые будем называть для краткости определителями второго и третьего порядка соответственно.

Определение 1.10. Определителем второго порядка матрицы 
[image: image24.wmf]2
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 называется число, определяемое по правилу:
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т. е. определитель второго порядка есть число, равное произведению элементов главной диагонали минус произведение элементов побочной диагонали. 

Пример 1.5. 
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Следует помнить, что для обозначения матриц используют круглые или квадратные скобки, а для определителя – вертикальные линии. Матрица – это таблица чисел, а определитель – число.

Из определения определителя второго порядка следуют его свойства:

1. Определитель не изменится при замене всех его строк соответствующими столбцами:
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2. Знак определителя меняется на противоположный при перестановке строк (столбцов) определителя:
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3. Общий множитель всех элементов строки (столбца) определителя можно вынести за знак определителя:

[image: image30.wmf] 

 

или

 

22

21

12

11

22

21

12

11

22

21

12

11

22

21

12

11

a

a

a

a

k

a

ka

a

ka

a

a

a

a

k

a

a

ka

ka

=

=


4. Если все элементы некоторой строки (столбца) определителя равны нулю, то определитель равен нулю.

5. Определитель равен нулю, если соответствующие элементы его строк (столбцов) пропорциональны:
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6. Если элементы одной строки (столбца) определителя равны сумме двух слагаемых, то такой определитель равен сумме двух определителей:
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7. Значение определителя не изменится, если к элементам его строки (столбца) прибавить (вычесть) соответственные элементы другой строки (столбца), умноженные на одно и тоже число [image: image33.wmf]k
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Остальные свойства определителей рассмотрим ниже.

Определение 1.11. Определителем третьего порядка квадратной матрицы называется число
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   (1.2)
т. е. каждое слагаемое в формуле (1.2) представляет собой произведение элементов определителя, взятых по одному и только одному из каждой строки и каждого столбца. Чтобы запомнить, какие произведения в формуле (1.2) брать со знаком плюс, а какие со знаком минус, полезно знать правило треугольников (правило Саррюса):
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Рисунок 1.1.  Правило Саррюса
Пример 1.6.. Вычислить определитель 
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Введем понятия минора и алгебраического дополнения.

Определение 1.12. Минором элемента определителя называется определитель, полученный из исходного определителя вычеркиванием той строки и того столбца, которым принадлежит данный элемент. Обозначают минор элемента 
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Тогда, например, 
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Определение 1.13. Алгебраическим дополнением элемента 
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определителя 
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 называется его минор 
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Например:
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Вернемся к формуле (2). Группируя элементы и вынося за скобки общий множитель, получим:
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Аналогично доказываются равенства:
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         (1.3)

 Формулы (1.3) называются формулами разложения определителя по элементам i-ой строки (j-го столбца), или формулами Лапласа для определителя третьего порядка.

Теорема Лапласа. Определитель равен сумме всех произведений элементов какой-либо строки (столбца) на соответствующие алгебраические дополнения элементов этой строки (столбца).
Заметим, что данное свойство определителя есть не что иное, как определение определителя любого порядка. На практике его используют для вычисления определителя любого порядка. Как правило, прежде чем вычислять определитель, используя свойства определителей, добиваются того, если это возможно, чтобы в какой-либо строке (столбце) были равны нулю все элементы, кроме одного, а затем раскладывают по элементам строки (столбца). 
Пример 1.8. Вычислить определитель
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Пример 1.9..

Рассмотрим определитель четвертого порядка. Для его вычисления воспользуемся теоремой Лапласа, то есть разложением по элементам строки (столбца).
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Так как второй столбец содержит три нулевых элемента, то разложим определитель по элементам второго столбца.
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(из второй строки вычтем первую, умноженную на 3, а из третьей строки вычтем первую, умноженную на 2)=
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 (разложим определитель по элементам первого столбца) 
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Что касается определителя произведения двух квадратных матриц, то он равен произведению определителей этих квадратных матриц: [image: image63.wmf]B
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1.5 Понятие обратной матрицы

Определение 1.14. Обратной матрицей для квадратной матрицы А порядка n называется матрица [image: image64.wmf]1
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, если выполняются равенства 
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где Е – единичная матрица порядка n.

Сразу же отметим, что обратная матрица существует только для квадратных невырожденных матриц.

Квадратная матрица называется невырожденной (неособенной), если det A ≠ 0. Если же det A = 0, то матрица А называется вырожденной (особенной).

Отметим, что невырожденная матрица А имеет единственную обратную матрицу [image: image67.wmf]1
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. Докажем это утверждение.

Пусть для матрицы А существует две обратные матрицы [image: image68.wmf]1
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Что и требовалось доказать.
Найдем определитель обратной матрицы. Так как определитель произведения двух матриц А и В одинакового порядка равен произведению определителей этих матриц, т. е. [image: image88.wmf]B
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, следовательно, произведение двух невырожденных матриц АВ есть невырожденная матрица.
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Делаем вывод, что определитель обратной матрицы есть число, обратное определителю исходной матрицы.

Покажем, что, если матрица А невырожденная, то для нее существует обратная матрица, и построим ее.

Пусть 
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Составим матрицу из алгебраических дополнений элементов матрицы А:
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Транспонируя ее, получим так называемую присоединенную матрицу:
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Найдем произведение [image: image100.wmf]A
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. С учетом теоремы Лапласа и теоремы аннулирования:
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Пример 1.10.. Найти обратную матрицу.
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Вычислим определитель матрицы 
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обратная матрица существует.

Составим матрицу из алгебраических дополнений
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Проверим правильность вычислений
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Следовательно, обратная матрица построена верна.

Свойства обратной матрицы
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2. Системы линейных уравнений
Система т линейных уравнений с п неизвестными имеет вид:
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,
x1 , x2, …, xn – неизвестные.

ai j - коэффициенты при неизвестных.

bi - свободные члены (или правые части)

Определение 2.1. Система линейных уравнений называется совместной, если она имеет решение, и несовместной, если она не имеет решения.

Определение 2.2. Совместная система называется определенной, если она имеет единственное решение и неопределенной, если она имеет бесчисленное множество решений.

Определение 2.3. Две совместные системы называются равносильными, если они имеют одно и то же множество решений.

К элементарным преобразованиям системы отнесем следующее:

1. перемена местами двух любых уравнений;

2. умножение обеих частей любого из уравнений на произвольное число, отличное от нуля;

3. прибавление к обеим частям одного из уравнений системы соответствующих частей другого уравнения, умноженных на любое действительное число.

Элементарные преобразования переводят систему уравнений в равносильную ей.

Элементарные преобразования системы используются в методе Гаусса.
2.1 Метод Гаусса

Для простоты рассмотрим метод Гаусса для системы трех линейных уравнений с тремя неизвестными в случае, когда существует единственное решение:

Дана система:
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                ( 2.1 )

1-ый шаг метода Гаусса.

На первом шаге исключим неизвестное х1 из всех уравнений системы (2.1), кроме первого. Пусть коэффициент 
[image: image135.wmf]0
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. Назовем его ведущим элементом. Разделим первое уравнение системы (2.1) на а11. Получим уравнение:
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где 
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Исключим х1 из второго и третьего уравнений системы (2.1). Для этого вычтем из них уравнение (2.2), умноженное на коэффициент при х1 (соответственно а21 и а31).

Система примет вид: 
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    ( 2.3 )

2-ой шаг метода Гаусса.

На втором шаге исключим неизвестное х2 из третьего уравнения системы (2.3). Пусть коэффициент 
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. Выберем его за ведущий элемент и разделим на него второе уравнение системы (2.3), получим уравнение:
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где 
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Из третьего уравнения системы (2.3) вычтем уравнение (2.4), умноженное на 
[image: image142.wmf].
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Предполагая, что 
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В результате преобразований система приняла вид:
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     (2.5)
Система вида (2.5) называется треугольной.
Процесс приведения системы (1) к треугольному виду (2.5) (шаги 1 и 2) называют прямым ходом метода Гаусса.
Нахождение неизвестных из треугольной системы называют обратным ходом метода Гаусса. 

Для этого найденное значение х3 подставляют во второе уравнение системы (2.5) и находят х2. Затем х2 и х3 подставляют в первое уравнение и находят х1.

В общем случае для системы т линейных уравнений с п неизвестными проводятся аналогичные преобразования. На каждом шаге исключается одно из неизвестных из всех уравнений, расположенных ниже ведущего уравнения.

Отсюда другое называние метода Гаусса – метод последовательного исключения неизвестных.

Если в ходе преобразований системы получается противоречивое уравнение вида 0 = b, где b ( 0, то это означает, что система несовместна и решений не имеет.

В случае совместной системы после преобразований по методу Гаусса, составляющих прямой ход метода, система т линейных уравнений с п неизвестными будет приведена или к треугольному или к ступенчатому виду.

Треугольная система имеет вид:
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Такая система имеет единственное решение, которое находится в результате проведения обратного хода метода гаусса.

Ступенчатая система имеет вид:
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Такая система имеет бесчисленное множество решений. Чтобы найти эти решения, во всех уравнениях системы члены с неизвестными хk+1, … , xk переносят в правую часть. Эти неизвестные называются свободными и придают им произвольные значения. Из полученной треугольной системы находим х1, … , xk, которые будут выражаться через свободные неизвестные.

Пример 2.1. 
Решить систему линейных уравнений методом Гаусса
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Выпишем расширенную матрицу и элементарными преобразованиями приведем ее к ступенчатому виду
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Данная система равносильна системе уравнений
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Решая систему уравнений, находим
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Непосредственная проверка показывает правильность вычислений.

Пример 2.2. 
Решить систему линейных уравнений методом Гаусса
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Выпишем расширенную матрицу
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Данная система равносильна системе уравнений

[image: image155.wmf]î
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которая имеет бесконечное множество решений.

Объявляя [image: image156.wmf]2
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 и [image: image157.wmf]1
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 свободными, находим
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Это и есть общее решение исходной системы. Найдем одно частное решение.

Пусть [image: image159.wmf]2

2

=

x

, [image: image160.wmf]1

1

=

x

, тогда
[image: image161.wmf]3

,

2

,

1

,

1

1

2

3

4

=

=

=

=

x

x

x

x

.

Непосредственная проверка показывает правильность вычислений.

Таким образом, 
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[image: image164.wmf]3
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 - любые числа.
2.2 Формулы Крамера
Эти формулы применимы для решения систем линейных уравнений при условиях, что, матрица А коэффициентов при неизвестных этой системы уравнений квадратная и не вырожденная. 

Для нахождения неизвестных квадратной системы (2.1) надо вычислить главный определитель


[image: image165.wmf]11121

21222

12

det()

n

n

nnnn

aaa

aaa

A

aaa

D==

L

L

LLLL

L

,

убедиться что 
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[image: image167.wmf]12

,.,...,

n

DDD

, где определитель 
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) получается из главного определителя заменой в нем k-го столбца на столбец В свободных членов: 
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Тогда решением системы (2.2) будет: 
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Пример 2.3. 

Решить систему 
[image: image173.wmf]123
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 методом Крамера. 

Вычислим главный определитель системы: 
[image: image174.wmf]211
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, следовательно, метод Крамера применим. 

Далее вычислим три вспомогательных определителя: 
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Следовательно, 
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Пример 2.4. 

Решить систему уравнений с помощью обратной матрицы.

Найдем определитель матрицы 
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Транспонированная матрица 
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Найдем алгебраические дополнения
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Матрица из дополнений:
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3. Элементы векторной алгебры
Вектор – неопределяемое понятие в математике, как, например, точка, прямая и т. д.
Чтобы оперировать понятием вектора необходимо ввести линейное пространство, определяемое рядом аксиом, относительно его элементов – векторов 
[image: image191.wmf]...
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и величин другой природы - скаляров, которые будем обозначать буквами 
[image: image192.wmf]m
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Определение 3.1. Назовем линейным пространством множество L, а его элементы – векторами, если:
- задан закон (операция сложения), по которому любым двум элементам 
[image: image193.wmf]a
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 и 
[image: image194.wmf]b

r

 из L сопоставляется элемент, называемый их суммой и обозначаемый 
[image: image195.wmf]b
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;
- задан закон (операция умножения на скаляр), по которому любому элементу 
[image: image196.wmf]a
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из L и скаляру (числу) 
[image: image197.wmf]l

сопоставляется элемент из L, называемый произведением 
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 и обозначаемый 
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- для любых элементов 
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из L и для любых скаляров 
[image: image202.wmf]m
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 выполнены следующие аксиомы:

1. Для двух любых векторов 
[image: image203.wmf]L
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 выполнены условия:
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2. 
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3. Пусть λ - скаляр, 
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4. Пусть 
[image: image208.wmf]m
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 - скаляры, 
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5. Пусть 
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 - скаляры, 
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6. Пусть λ=1, тогда 
[image: image214.wmf]a
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7. Существует нулевой вектор 
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, такой что 
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8. Существует вектор, противоположный вектору
[image: image217.wmf]a
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Действия, указанные в аксиомах 1-8, называют линейными операциями над векторами. Перечисленные аксиомы определяют линейное пространство векторов, т. е. после их введения можно дать понятие вектора: вектор – это элемент линейного пространства.
Определение 3.2. Длиной (модулем) ненулевого вектора 
[image: image220.wmf]AB

называется длина отрезка AB. Она обозначается как 
[image: image221.wmf]AB

 Длина нулевого вектора равна нулю: 
[image: image222.wmf]0
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Определение 3.3. Два ненулевых вектора называются коллинеарными, если они лежат на одной прямой или на параллельных прямых. 
Поскольку нулевой вектор может иметь произвольное направление, то разумно считать его коллинеарным любому ненулевому вектору.

Определение 3.4. Если два ненулевых вектра 
[image: image223.wmf]AB

 и 
[image: image224.wmf]CD

 коллинеарны, а лучи AB и CD сонаправлены, то векторы 
[image: image225.wmf]AB

 и 
[image: image226.wmf]CD

 называются сонаправленными. Этот факт обозначается так: 
[image: image227.wmf]CD
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. Если же эти лучи не являются сонаправлеными, то векторы 
[image: image228.wmf]AB

 и 
[image: image229.wmf]CD

 называются противонаправленными. Этот факт обозначается так: 
[image: image230.wmf]CD
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.
Введем для векторов 
[image: image231.wmf]a
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 и 
[image: image232.wmf]b
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 операцию сложения так, чтобы выполнялись аксиомы. Таким правилом может быть правило параллелограмма (рисунок 3.1.)

[image: image233.emf] 
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Рисунок 3.1. Правило параллелограмма
Вычитание векторов можно выполнять как сложение вектора 
[image: image234.wmf]a
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 и
[image: image235.wmf]b
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. Тогда вторая диагональ параллелограмма, исходящая из конца вектора 
[image: image237.wmf]b
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 даст нам вектор 
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, представляющий собой разность векторов 
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Такие векторы называют геометрическими векторами.


Легко проверить, что для указанных векторов также выполнены аксиомы линейного пространства. В отличие от геометрических, такие векторы называют арифметическими векторами.

Пусть дана система векторов 
    
[image: image242.wmf]{

}

n

a

a

a

r

K

r

r

,

,

,

2

1

,


      (3.1)

используя линейные операции (сложение и умножение на скаляр), удовлетворяющие аксиомам (1)-(8), можно составить линейные комбинации векторов. Так вектор 
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 есть линейная комбинация системы векторов (3.1).


Определение 3.5. Cистема векторов 
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 называется линейно зависимой, если существуют скаляры 
[image: image245.wmf]i
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      (3.2)


Если соотношение (3.2) имеет место лишь в том случае, когда все 
[image: image247.wmf]i
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 равны нулю, т. е. когда 
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, то систему векторов называют линейно независимой.


Система векторов 
[image: image249.wmf]{
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 является линейно зависимой тогда и только тогда, когда какой-либо из векторов является линейной комбинацией других. По определению нулевой вектор образует систему линейно зависимых векторов. Действительно 
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. Если в систему линейно независимых векторов включить 
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, то система превратится в линейно 
независимых векторов включить 
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, то система превратится в линейно зависимую.

Пусть вектора 
[image: image253.wmf]a
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[image: image254.wmf]b

r

 линейно зависимы, т. е. 
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Возьмем для пространстве 
[image: image257.wmf]3

R

 и рассмотрим вектор 
[image: image258.wmf]d
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как линейную комбинацию векторов 
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- это векторное равенство эквивалентно трем уравнениям для координат векторов: 
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Из формул Крамера следует: если определитель системы не равен нулю – данная система имеет единственное решение, т.е. вектор 
[image: image262.wmf]d

r

 можно задать с помощью векторов 
[image: image263.wmf]c
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 единственным способом. Отсюда следует, что система векторов линейно независима тогда и только тогда, когда определитель, составленный из координат этих векторов, не равен нулю.

3.1 Однородные системы

Система линейных уравнений называется однородной, если все свободные члены уравнений равны нулю:
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Однородная система всегда совместна, поскольку она всегда имеет тривиальное (нулевое) решение. Однако наибольший интерес представляют нетривиальные решения.

Теорема. Однородная система линейных уравнений имеет нетривиальное решение тогда и только тогда, когда ранг матрицы системы меньше числа неизвестных: r(A)=r<n.
Справедливо следующее утверждение: линейная комбинация решений однородной системы линейных уравнений также является ее решением.
Определение 3.6. Максимальная линейно независимая система решений называется фундаментальной системой решений однородной системы уравнений. Фундаментальная система решений содержит (n-r) векторов. Любое решение системы может быть представлено в виде линейной комбинации векторов фундаментальной системы решений.

Для нахождения фундаментальной системы решений нужно:

1) переменные 
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называются базисными, а переменные 
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  - свободными. Выразим базисные переменные через свободные;
2) выбрать линейно независимую систему (n-r) векторов (n-r)-мерного пространства (например, это могут быть единичные векторы);

3) поочередно заменить свободные переменные координатами векторов выбранной системы и вычислить значения базисных переменных.

Полученные решения 
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 образуют фундаментальную систему решений. Тогда общее решение однородной системы уравнений имеет вид
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где 
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Пример 3.1. 
Найти фундаментальную систему решений
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Перепишем её в матричном виде: 
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Путём элементарных преобразований над строками приведём её основную матрицу к ступенчатому виду:
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Таким образом, ранг системы (ранг её основной матрицы) равен двум. Это значит, что существует (n-r)=2 линейно независимых решения системы.

Перепишем полученную систему в виде уравнений:

[image: image273.wmf]î

í

ì

=

+

=

+

+

+

0

5

0

2

3

2

4

3

2

1

x

x

x

x

x

x


Возьмём 
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 в качестве главных переменных. Тогда:
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Подставим по очереди единицы в качестве одной из свободных переменных: 
[image: image277.wmf]3
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 и 
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Тогда общее решение рассматриваемой системы может быть записано так:
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а векторы составляют фундаментальную систему решений.
3.2 Собственные числа и собственные векторы матрицы

Определение 3.7. Вектор 
[image: image282.wmf]x
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называется собственным вектором матрицы А, если он удовлетворяет условию: 
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Скаляр 
[image: image284.wmf]l

называется собственным числом, соответствующим вектору
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. Можно первичным считать собственные числа 
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с соответствующими им векторами
[image: image287.wmf]x

r

. Поэтому часто просто говорят о собственных числах и собственных векторах матрицы. Рассмотрим задачу о нахождении собственных чисел и собственных векторов матрицы А.
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В этом случае векторно-матричному уравнению (3.3) соответствует система:
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или:
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         (3.4)

Система (3.4) нетривиально совместна тогда и только тогда, когда ее определитель 
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      (3.5) 

Уравнение (3.5) называется характеристическим уравнением, соответствующим матрице А. В матричном виде оно имеет вид:
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      (3.6)

Если разложить определитель (3.6) в строку, то получим кубическое уравнение:
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      (3.7)

Легко проверить, что имеют место равенства:
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Величину 
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 также называют следом матрицы и обозначают
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Совокупность всех собственных чисел 
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называется спектром матрицы А. В соответствии с теоремой Виета:
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Найдя корни уравнения (3.7), поочередно подставим их в систему (3.3) и запишем решения по известным формулам однородной системы: так для 
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 (3.8)
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Мы получили первый собственный вектор матрицы А - 
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, аналогично находим 
[image: image307.wmf].

3

2

x

u

x

r

r


Пример 3.2 . 
Найти собственные числа и собственные вектора матрицы А:
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Решение: Составим характеристическое уравнение:
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Раскрывая определитель, имеем:
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Решая это уравнение, находим собственные числа 
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Координаты собственных векторов найдем, решая систему уравнений:


[image: image313.wmf]î

í

ì

=

-

+

=

+

+

-

0

x

)

3

(

x

2

0

x

x

2

x

)

1

(

2

1

3

2

1

l

l


Собственные векторы имеют вид:
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При 
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3.3 Декартова система координат

Определение 3.8. Декартовой системой координат называется совокупность точки и базиса. Если базис – ортонормированный, то декартова система называется прямоугольной. Точка в этом случае называется началом координат и обозначается буквой О. Прямые, проходящие через начало координат в направлении базисных векторов, называются осями координат. В случае прямоугольной системы координат координатные оси называются абсциссой, ординатой и аппликатой.
Определение 3.9. Радиус-вектором точки M в заданной системе координат называется вектор 
[image: image321.wmf]ОМ

. Координатами точки М называются координаты ее радиус-вектора и обозначают М(x,y,z).

Рассмотрим две точки A(x1,y1,z1) и B(x2,y2,z2). Координаты вектора 
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Определение 3.10. Расстоянием между двумя точками А и В называется длина вектора 
[image: image324.wmf]AB
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 и обозначается |AB|. Следовательно,
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Координаты точки М, делящей отрезок АВ пополам вычисляются по формуле
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    (3.11)

Пример 3.3
На оси ординат найти точку М, равноудаленную от точек А(1;–4;7) и В(5;6;–5).

Решение. Поскольку точка М лежит на оси Oy, то М(0;y;0). По условию задачи |AM|=|BM|, отсюда
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Решая это уравнение, получим y=1. Таким образом, М(0;1;0).

Определение 3.11. Скалярным произведением двух векторов называется число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла между ними: 
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Скалярное произведение векторов обладает следующими свойствами:

[image: image329.wmf](

)

(

)

(

)

0

.

4

.

3

.

2

,

.

1

³

×

×

=

×

×

+

×

=

+

×

×

=

×

a

a

b

a

k

b

a

k

c

a

b

a

c

b

a

a

b

b

a


Отметим, что поскольку 
[image: image330.wmf]2
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, то для скалярного квадрата используют обозначение 
[image: image331.wmf]2
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Пример 3.4 
Вычислить выражение 
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Решение. Раскроем скобки, учитывая свойства скалярного произведения векторов: 
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Далее из определения скалярного произведения следует:
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[image: image337.wmf]202
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Определение 3.12. Три некомпланарных вектора 
[image: image338.wmf]c
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, приведенных к общему началу, образуют так называемую связку трех векторов (или тройку векторов).Тройка векторов называется упорядоченной, если четко сказано, какой вектор в ней идет первым, и так далее.

Тройка векторов 
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,

 называется левой, если поворот от вектора 
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 к вектору 
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, видимый с конца третьего вектора 
[image: image342.wmf]c

, осуществляется по ходу часовой стрелки (рис. 3.2).

Тройка векторов 
[image: image343.wmf]c
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 называется правой, если поворот от вектора 
[image: image344.wmf]a

 к вектору 
[image: image345.wmf]b

, видимый с конца третьего вектора 
[image: image346.wmf]c

, осуществляется против хода часовой стрелки (рис. 3.3).
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	Рисунок 3.2 Правая тройка
	Рисунок 3.3 Левая тройка


Определение 3.13. Векторным произведением вектора 
[image: image348.wmf]a

 на вектор 
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 называется вектор 
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б) вектор 
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 перпендикулярен к обоим векторам 
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в) упорядоченная тройка
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– правая.

Векторное произведение векторов обладает следующими свойствами:

[image: image355.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0

.

4

.

3

.

2

,

.

1

=

´

´

+

´

=

+

´

´

=

´

=

´

´

-

=

´

a

a

b

a

b

a

c

b

a

b

k

a

b

a

k

b

a

k

a

b

b

a


Пример 3.5. 
Вычислить выражение 
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Решение. Раскроем скобки внутри модуля, учитывая свойства векторного произведения:
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Далее, из определения векторного произведения следует:
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Отметим еще некоторые свойства скалярного и векторного произведений:
Два вектора 
[image: image360.wmf]a

 и 
[image: image361.wmf]b

перпендикулярны тогда и только тогда, когда их скалярное произведение равно нулю: 
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Два вектора 
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 и 
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 коллинеарны тогда и только тогда, когда их векторное произведение равно нулю: 
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Если два вектора 
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 определены своими координатами в ортонормированном базисе: 
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    (3.13)
а векторное произведение по формуле
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Геометрический смысл векторного произведения: модуль векторного произведения 
[image: image373.wmf]b
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 равен площади параллелограмма, построенного на этих векторах, как на сторонах.

Определение 3.14. Смешанным произведением векторов 
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Смешанное произведение векторов обладает следующими свойствами:
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Отметим еще некоторые свойства смешанного произведения:
Три вектора 
[image: image378.wmf]с
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 компланарны тогда и только тогда, когда их смешанное произведение равно нулю:
Если три вектора 
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 определены своими координатами в ортонормированном базисе: 
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, то смешанное произведение вычисляется по формуле:
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Геометрический смысл смешанного произведения: модуль смешанного произведения 
[image: image384.wmf]с
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 равен объёму параллелепипеда, построенного на этих векторах, как на сторонах.

4. Элементы аналитической геометрии
Основными понятиями аналитической геометрии являются простейшие геометрические образы: точки, прямые, плоскости. Основными средствами изучения геометрических объектов являются метод координат, элементарная, векторная и линейная алгебра.

4.1 Плоскость

Из аксиом геометрии известно, что три точки, не лежащие на одной прямой, определяют единственную плоскость. 

Пусть заданы точки 
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, расположенные в плоскости R. Уравнение плоскости проходящее через эти точки, имеет вид:
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Уравнение
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где А, В, С – координаты нормального вектора плоскости, называется уравнением плоскости, проходящей через точку (х0, у0, z0).

Уравнение      Ax+By+Cz+D=0                                    (4.3)

называют общим уравнением плоскости. 

Это основной способ задания плоскости в пространстве с декартовой системой координат OXYZ. Из определения векторного произведения следует, что вектор 
[image: image389.wmf][

]

n

C

B

A

M

M

M

M

=

=

´

)

,

,

(

3

1

2

1

 перпендикулярен плоскости R. Поэтому вектор 
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Уравнение (4.5) называется нормальным уравнением плоскости.

4.2 Взаимное расположение двух плоскостей

Рассмотрим плоскости 
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Условие перпендикулярности двух плоскостей определяется равенством: 
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Если плоскости 
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Если плоскости 
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параллельны, то можно поставить задачу о нахождении расстояния между ними, т. е. величины 
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расположены по одну сторону от начала координат и тогда 
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4.3 Взаимное расположение точки и плоскости
Рассмотрим плоскость R: Ax+By+Cz+D=0 и точку 
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Знак “+” означает, что начало координат и точка М расположены по одну сторону от плоскости R, а знак «-» означает, что М и R расположены по разные стороны плоскости. Т. к. М
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Т. к. 
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Формулу (4.7) называют формулой расстояния от точки до плоскости.

Пример.4.1. Найти расстояние точки (2,5,-3) от плоскости 2x-y+2z+6=0. 

Решение: 
[image: image433.wmf].
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4.4 Прямая в пространстве

Прямую в пространстве можно задать системой уравнений:
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Уравнения (4.8) называют параметрическими уравнениями прямой.

Уравнения 
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называют каноническими уравнениями прямой.

4.5 Взаимное расположение двух прямых в пространстве

Рассмотрим прямые:
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Угол между прямыми 
[image: image437.wmf]2
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определяется формулой:
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знак модуля берем, чтобы из двух вертикальных углов взять острый угол. Если 
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Равенство (4.11) определяет условие перпендикулярности прямых 
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При решении многих задач, например, при рассмотрении многоугольников, многогранников удобно стороны многоугольников и ребра многогранников рассматривать в виде векторов, а затем использовать соотношения, полученные в векторной алгебре.

Пример 4.2.. 
Тетраэдр ABCD задан координатами вершин 
[image: image446.wmf])
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. Найти 1) длины ребер АВ и АС; 2) угол между ребрами АВ и АС; 3) площадь грани АВС; 4) 
[image: image447.wmf]ABCD
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; 5) уравнения прямых АВ и АС; 6) уравнения плоскостей АВС и АВD; 7) угол между плоскостями АВС и АВD. 

Решение:
1) Вычислим:
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2) угол между 
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найдем, используя формулы скалярного умножения:
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3) площадь грани АВС найдем, используя формулы векторного умножения:
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4) Объем АВСD найдем, используя формулу смешанного произведения:
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2) Уравнения прямых АВ и АС: запишем в каноническом виде
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3) Уравнения плоскостей АВС и АВD

Уравнение плоскости АВС: 
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Уравнение плоскости АВС:
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4) угол между плоскостями АВС и АВD будет определяться углом между их нормальными векторами 
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5 Линейное программирование
Слово «программирование» мы понимаем как планирование. Данный термин был предложен в середине 1940-х годов Джорджем Данцигом, одним из основателей линейного программирования, ещё до того, как компьютеры были использованы для решения линейных задач оптимизации. С тех пор они нашли широкое применение в промышленности, торговле и управлении. Этими методами можно решать многие (хотя и не все) задачи, связанные с эффективным использованием ограниченных ресурсов. В настоящее время модели линейного программирования находят широкое применение при решении плановых задач в экономике.

5.1 Постановка задачи линейного программирования

Экономико-математическая модель задачи линейного программирования имеет следующий вид:  найти экстремум (минимум или максимум) целевой функции:
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при ограничениях 
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здесь ci – затраты в случае минимизации и доход в случае максимизации; aij – затраты в j-го ресурса на единицу i-го продукта; bi– лимиты ресурсов или спрос (в зависимости от смысла задачи); xi – количество i-го продукта.
Система ограничений (5.2) говорит о том, расход ресурсов не может быть превышен (≤) или о том, что спрос должен быть удовлетворен либо превышен. Ограничения (5.3) – традиционные ограничения на неизвестные с экономическим смыслом, т. е. либо продукция выпускается (xi > 0), либо не выпускается (xi = 0).
Упорядоченная совокупность чисел (вектор) 
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, удовлетворяющая условиям (5.2) – (5.3), называется допустимым планом (решением) ЛП. Как правило, допустимых решений бесчисленное множество. Кроме того, множество допустимых решений является выпуклым. Напомним, что «множество является выпуклым, если с двумя его точками ему принадлежит и отрезок, их соединяющий. Не все точки выпуклого множества равнозначны между собой: есть точки, которые не являются внутренними точками множества ни одного из отрезков, соединяющих две точки выпуклого множества. Такие точки называются угловыми или крайними точками.
Справедлива следующая теорема: на выпуклом множестве допустимых решений целевая функция (5.1) достигает экстремума в угловой точке (в случае замкнутого выпуклого множества, экстремум является глобальным, т.е. задача имеет единственное решение)
».
5.2 Графический метод решения задачи ЛП
Задачу ЛП с двумя переменными всегда можно решить графически. Однако уже в трёхмерном пространстве такое решение усложняется, в пространствах же, размерность которых больше трёх, графическое решение, вообще говоря, невозможно.

Пусть дана задача ЛП
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Зададим алгоритм решения задачи ЛП графическим методом (рисунок 5.1).
1. С учётом системы ограничений (5.5) – (5.6) строим область допустимых решений (.
2. Строим вектор 
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 наискорейшего возрастания целевой функции – вектор градиентного направления.
3. Проводим произвольную линию уровня 
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, перпендикулярную к вектору 
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4. Перемещаем линию уровня 
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 в направлении вектора 
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 так, чтобы она касалась области допустимых решений в её крайнем положении.
5. Определяем оптимальное решение 
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) и экстремальное значение целевой функции 
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Возможны следующие случаи. 

1) Оптимальное решение единственный: линия уровня и область допустимых решений ( имеют одну общую точку. 

2) Оптимальных решений бесконечное множество: линия уровня проходит через сторону многоугольника допустимых решений и любая точка, принадлежащая данной стороне является решением задачи ЛП.

3) Целевая функция не ограничена: линия уровня не может занять разрешающего положения. 

4) область допустимых решений состоит из единственной точки, где целевая функция достигает одновременно и максимального и минимального значений.

5) Задача не имеет решения: область допустимых решений – пустое множество, то есть система ограничений задачи не совместна.

Анализируя ранее сказанное, легко заметить, что в задаче ЛП с двумя переменными экстремум достигается в вершине области допустимых решений. Также можно показать, что в n-мерном пространстве экстремум целевой функции задачи ЛП достигается в вершине (крайней точке) многогранника решений.

Вообще с помощью графического метода может быть решена задача ЛП, система ограничений которой содержит n неизвестных и m линейно независимых уравнений-ограничений, если n - m=2.

Действительно, пусть поставлена задача линейного программирования:
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при ограничениях:
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Используя, например метод Гаусса производим m преобразований в результате которых m первых переменных 
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– свободными. С помощью уравнений преобразованной системы:
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(5.7)
и учитывая, что 
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, i=1...m, переходим к системе неравенств:
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и преобразованной целевой функции 
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Решая полученную задачу графическим методом, находим оптимальные значения 
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, затем, подставляя найденные значения в (5.7) находим оптимальные значения базисных переменных 
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Пример 5.1.. Графическим методом найти оптимальный план задачи линейного программирования, при котором линейная функция f = 2x1 - x2 + x3 - 3x4 + 4x5 достигает максимального значения при ограничениях
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Используя метод Жордана-Гаусса, произведем три полных исключения неизвестных 
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. В результате приходим к системе:
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откуда:
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Подставляя эти значения в линейную функцию и отбрасывая в системе базисные переменные, получаем задачу, выраженную только через свободные неизвестные 
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 и 
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: найти максимальное значение линейной функции 
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Построим многогранник решений и линейную функцию в системе координат
[image: image506.wmf]5
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 (рисунок 5.2).
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Рисунок 5.2. Область допустимых решений задачи
Из рисунка 5.2 заключаем, что линейная функция принимает максимальное значение в угловой точке В, которая лежит на пересечении прямых 2 и 3. В результате решения системы:
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находим: 
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 Максимальное значение функции 
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Для отыскания оптимального плана исходной задачи подставляем в найденные значения 
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 и х5. Окончательно получаем: 
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 EMBED Equation.3 [image: image514.wmf],

0

2

=

x


[image: image515.wmf],

0

3

=

x


[image: image516.wmf],

2

4

=

x


[image: image517.wmf].

5

/

28

5

=

x


5.3 Симплекс-метод

Можно показать, что в n-мерном пространстве экстремум целевой функции задачи ЛП достигается в вершине (угловой точке) многогранника решений. Каждой угловой точке соответствует опорный план, который определяется системой m линейно независимых векторов, содержащейся в данной системе из n векторов 
[image: image518.wmf]n
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. Для отыскания оптимального плана необходимо исследовать только опорные планы. В задаче ЛП, содержащей n переменных и m ограничений количество опорных планов определяется числом 
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 и решение задачи ЛП простым перебором вариантов весьма затруднительно. 
Поэтому необходимо иметь схему, позволяющую осуществлять целенаправленный переход от одного опорного плана к другому. Такой схемой является симплекс-метод, который позволяет за конечное число шагов (итераций), получить исходя из известного начального опорного плана оптимальный план. Каждый из шагов состоит в нахождении опорного плана, которому соответствует меньшее (или в зависимости от условий задачи большее), чем предыдущее значение целевой функции. Процесс продолжают до получения оптимального плана. Если задача не обладает оптимальным планом, или ее целевая функция не ограничена на многограннике решений, то симплекс-метод позволяет установить это в процессе решения.
Для решения симплекс-методом задачу ЛП следует записать в канонической форме:
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В канонической форме записи все переменные неотрицательны и все ограничения записаны в форме уравнений.
Переход к канонической форме записи задачи ЛП производится с помощью следующих простых действий:
- если требуется найти максимум целевой функции, то заменяя f на (-f) переходят к задаче минимизации, т. к. max f = -min(-f);
- если ограничение содержит неравенство со знаком 
[image: image523.wmf]£

, то от него переходят к уравнению, добавляя в левую часть ограничения дополнительную неотрицательную переменную;

- если ограничение содержит неравенство со знаком 
[image: image524.wmf]³

, от него переходят к уравнению, вычитая в левой части ограничения дополнительную неотрицательную переменную;

- коэффициенты при дополнительных переменных в целевой функции полагаются равными нулю.

Пример 5.2..Привести к канонической форме задачу ЛП в виде:
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Решение:

[image: image527.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

+

+

-

=

-

-

-

+

=

+

-

+

-

31

5

6

3

43

3

2

4

27

7

3

2

7

4

3

2

1

6

4

3

2

1

5

4

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x



[image: image528.wmf]min

0

0

0

2

7

5

5

,

0

7

6

5

4

3

2

®

×

+

×

+

×

+

+

-

-

=

x

x

x

x

x

x

x

f

,
Для начала работы по симплекс-методу, требуется систему уравнений привести к виду, при котором какие-либо r (r
[image: image529.wmf]£

m) неизвестных выражены через оставшиеся m-r неизвестных, причем свободные члены 
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 должны быть неотрицательными. Предположим, для определенности, что неизвестные, которые выражены через остальные – 
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где 
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Неизвестные 
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 – свободными. Подставляя в f вместо базисных переменных, свободные, мы можем и саму целевую функцию записать через свободные неизвестные:
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Положим все свободные переменные равными 0: 
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. Полученное решение системы 
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будет допустимым, оно называется начальным или первым опорным планом. Для начального плана 
[image: image540.wmf]0

Б

с

f

¢

=

.
Решение задачи при помощи симплекс-метода распадается на ряд итераций, на каждой из которых мы переходим к другому опорному плану 
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 так, чтобы 
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. Новый опорный план 
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 получается из предыдущего весьма просто: из 
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 удаляется одна из переменных 
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 и вместо нее добавляется другая (из числа свободных). Разумеется, это ведет за собой перестройку систему. После некоторого числа итераций мы переходим к опорному плану 
[image: image546.wmf]БK
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, для которого 
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, а соответствующее решение является оптимальным, или же выясняем, что задача решения не имеет.

Проследим идею симплекс - метода на примере: 

Пусть исходная система приведена к каноническому виду
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Здесь неизвестные 
[image: image550.wmf]3
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 – базисные переменные. Соответствующий опорный план есть (1, 2, 3, 0, 0), а f=0.
Проверим данное решение на оптимальность. Т. к. 
[image: image551.wmf]5
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 входит и f с отрицательным коэффициентом, то f можно уменьшить, увеличивая 
[image: image552.wmf]5

x

(сохраняя 
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). Однако делать это следует осторожно, т. к. при изменении 
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 и нужно следить, чтобы ни одно из них не стало отрицательным. Т. к. увеличение 
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приводит к увеличению 
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, то для него такой опасности не существует. Рассматривая 
[image: image558.wmf]3

2

и

x

x

, находим, что 
[image: image559.wmf]5

x

 может быть увеличено до 2. В итоге получен новый опорный план (5, 0, 1, 0, 2), при этом f=-2.
Новый базис теперь состоит из 
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. Осуществим новую перестройку системы ограничения, выражая 
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 через 
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Выясняем, нельзя ли еще уменьшить значение f. Это можно сделать, увеличивая 
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(оставляя 
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). Его можно увеличить до 1/5 (иначе 
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 станет отрицательным). В итоге имеем новый опорный план 
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. Новый опорный план состоит теперь из 
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. Из уравнения для 
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 выражаем 
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(новая базисная переменная) и, подставляя полученное выражение в остальные уравнения, получаем:
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Для целевой функции f. Получим выражение 
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входят в целевую функцию с положительными коэффициентами, то min f достигается при 
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. Это значит, что последний опорный план 
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 является оптимальным и ему соответствует  
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. Задача решена.
Проводя расчеты по симплекс-методу, нет необходимости выписывать все вычисления подробно. Весь процесс можно записать в виде однотипно заполняемых таблиц, причем каждому шагу будет соответствовать переход к следующей симплекс- таблице. 
Запишем алгоритм симплекс-метода в общем виде:
1) Составление первого опорного плана.
2) Систему ограничений, приведенную к каноническому виду разрешают относительно базисных переменных, а целевую функцию выражают через свободные.

3) Составляем симплекс-таблицу, состоящую из коэффициентов системы ограничений и свободных членов. В последнюю строку симплекс-таблицы вносятся коэффициенты при неизвестных в целевой функции. Данная строка называется также индексной строкой.
4) Проверка плана на оптимальность. Если все коэффициенты индексной строки, стоящие при свободных переменных 
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 является оптимальным. Полученное решение единственно, если все эти коэффициенты положительны. Если среди неотрицательных коэффициентов встречается хотя бы один нулевой, то задача имеет бесконечное множество решений. Если в индексной строке есть хотя бы один отрицательный коэффициент, а в соответствующем этому коэффициенту столбце нет ни одного положительного элемента, то целевая функция f не ограничена на области допустимых решений. Если хотя бы одно 
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 и в соответствующем ему столбце есть хотя бы один положительный элемент 
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, то план можно улучшить.

5) Определение ведущей строки и столбца. Просматривается индексная строка и выбирается максимальный по абсолютной величине отрицательный элемент. Столбец, в котором стоит этот элемент, называется разрешающим. Пусть, например, это р-й столбец. Переменная 
[image: image582.wmf]p
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, стоящая в этом столбце вводится в список базисных переменных. Далее находят отношение элементов столбца свободных членов к элементам разрешающего столбца 
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. При делении на отрицательные и нулевые элементы результат полагают равным 
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+

. Среди этих отношений находят минимальное. Строка, соответствующая минимальному отношению называется разрешающей. Пусть, например, это q-я строка. Базисная переменная 
[image: image585.wmf]q
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, стоящая в этой строке, переводится из базисных в свободные. Элемент симплекс-таблицы 
[image: image586.wmf]qp
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, стоящий на пересечении разрешающей строки и разрешающего столбца, называется разрешающим элементом.
6) Построение нового опорного плана. Переход к новому плану определяется в результате пересчета симплекс-таблицы методом Жордана-Гаусса. Сначала заменим переменные в базисе, т. е. вместо 
[image: image587.wmf]p
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, в базис войдет 
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. Разделим все элементы ведущей строки на ведущий элемент 
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. В результате этого на месте разрешающего элемента получим 1, а в остальных клетках р-го столбца симплекс-таблицы записываем 0, включая и индексную строку. Остальные элементы новой симплекс-таблицы 
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(5.8)
здесь 
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 – старый элемент, 
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 и 
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 – элементы старой симплекс-таблицы, образующие прямоугольник с элементами 
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 и 
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Далее следует возвращение к этапу 4. 

Если среди 
[image: image597.wmf]ip

i

i

x

b

d

=

 содержатся два и более одинаковых наименьших значений, то новый опорный план будет вырожденным (одна или несколько базисных переменных станут равными нулю).

Вырожденные планы могут привести к зацикливанию, т.е. многократному повторению итераций, не позволяющему получить оптимальный план. С целью исключения этого используют метод Креко, который заключается в следующем: элементы строк которым соответствует min di делятся на предполагаемые разрешающие элементы, а результаты заносятся в дополнительные строки. За ведущую строку выбирается та, в которой раньше встретиться наименьшее частное при чтении таблицы слева направо по столбцам. Пусть в результате i-й итерации получили следующую симплекс-таблицу 5.1.
Таблица 5.1
	Базисные переменные
	Коэффициенты при переменных
	Свободные члены

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	

	x4
	2
	3
	6
	1
	0
	0
	2
	4

	x5
	4
	8
	1
	0
	1
	0
	4
	8

	x6
	5
	12
	-1
	0
	0
	1
	5
	10

	f
	2
	1
	-1
	0
	0
	-1
	-3
	0


В данном случае разрешающим столбцом является x7, который вводится в новый базис, тогда разрешающим элементом может быть 2, 4 или 5 (т.к. 
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). Следуя, указанному правилу получаем таблицу 5.2:
Таблица 5.2
	Свободные члены
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7

	2
	1
	3/2
	3
	0,5
	0
	0
	1

	2
	1
	4
	½
	0
	¼
	0
	1

	2
	1
	12/5
	-1/2
	0
	0
	1/5
	1


Сравниваем последовательно слева направо полученные значения по столбцам. В 1-ом и 2-ом столбце все частные одинаковые, а в 3-ем наименьшее частное 3/2 в 1-ой строке, следовательно, эта строка будет разрешающей с разрешающим элементом 2.

Если в оптимальный план вошла дополнительная переменная xn+i, то при реализации такого плана имеются недоиспользованные ресурсы i-го вида в количестве, полученном в столбце свободных членов симплексной таблицы.

Если в индексной строке симплексной таблицы оптимального плана находится нуль, принадлежащий свободной переменной, не вошедшей в базис, а в столбце, содержащем этот нуль, имеется хотя бы один положительный элемент, то задача имеет множество оптимальных планов. Свободную переменную, соответствующую указанному столбцу, можно внести в базис, выполнив соответствующие этапы алгоритма. В результате будет получен второй оптимальный план с другим набором базисных переменных.
Пример 5.3.. Предприятие рекламирует свою продукцию с использованием четырех источников массовой информации: телевидения, радио, газет и расклейки объявлений. Анализ рекламной деятельности в прошлом показал, что эти средства приводят к увеличению прибыли соответственно на 10, 5, 7 и 4 усл. ед., в расчете на 1 усл. ед., затраченную на рекламу. На рекламу выделено 50 000 усл. ед. Администрация предприятия не намерена тратить на телевидение более 40 %, а на радио и газеты – более 50 % от общей суммы выделенных средств. Как следует предприятию организовать рекламу, чтобы получить максимальную прибыль?
Решение.
Составим математическую модель задачи. Цель – максимизация прибыли. Параметрами являются все числа, приведенные в условии задачи.

Управляемые переменные: 
x1 – объем средств, вложенных в рекламу на телевидение;

x2 – объем средств, вложенных в рекламу на радио; 
x3 – объем средств, вложенных в рекламу в газетах;
x4 – объем средств, вложенных в рекламу, организованную с помощью расклейки объявлений.

Область допустимых решений имеет вид:
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Она содержит ограничения по общей сумме выделенных средств, по количеству средств, предусмотренных на рекламу по телевидению, на радио и в газетах, и условия неотрицательности управляющих переменных.

Критерий оптимальности записывается следующим образом:

f =
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Целевая функция и ограничения линейны по управляемым переменным, следовательно, это задача линейного программирования.

Приведя задачу к каноническому виду, добавив дополнительные переменные к левым частям ограничений, получим:
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 EMBED Equation.3 [image: image602.wmf]  
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f =
[image: image604.wmf]min

4

7

5

10

4

3

2

1

®

-

-

-

-

x

x

x

x


Задача может быть решена симплекс-методом.
Шаг 1. Составление первого опорного плана.
Базисные переменные: x5, x6, x7 Свободные переменные: x1, x2, x3 , x4. Начальный опорный план: (0, 0, 0, 0, 50000, 20000, 25000).

Шаг 2. Функция f =
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 уже выражена через свободные переменные.
Шаг 3. Составляем симплекс-таблицу 5.3.
Таблица 5.3

	Базисные переменные
	Коэффициенты при переменных
	Свободные члены

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	

	x5
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	50000

	x6
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	20000

	x7
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	25000

	f
	-10
	-5
	-7
	-4
	0
	0
	0
	0


Шаг 4. Решение не оптимально, так как последняя строка содержит отрицательные числа.

Шаг 5. Определение ведущей строки и столбца. 

Максимальное по абсолютной величине отрицательное число последней строки это -10; следовательно, первый столбец является разрешающим и переменная x1 вводится в список базисных переменных. Найдем переменную, выводимую из списка базисных переменных. Для этого подсчитаем отношения элементов столбца свободных членов к элементам разрешающего столбца и выберем среди них минимальное:
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Вторая строка является разрешающей, и переменная x6 должна быть выведена из списка базисных переменных.

Разрешающий элемент а21 = 1.
Шаг 6. Построение нового опорного плана. Составим новую симплекс-таблицу. Пересчет новых элементов проведем по алгоритму, указанному выше. Новая симплекс-таблица 5.4 имеет следующий вид.
Таблица 5.4
	Базисные

переменные
	Коэффициенты при переменных
	Свободные члены

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	

	x5
	1
	1
	1
	1
	1
	-1
	0
	30000

	x1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	20000

	x7
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	25000

	f
	0
	-5
	-7
	-4
	0
	10
	0
	200000


Новый опорный план имеет вид: (20000, 0, 0, 0, 30000, 25000).
f =200000.
Таким образом, прибыль увеличилась на 200 000 усл. ед.

Это решение не оптимально, так как индексная строка содержит отрицательные числа. Продолжаем оптимизацию.

Разрешающий столбец – третий, так как ему соответствует максимальное по абсолютной величине отрицательное число -7.
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Следовательно, третья строка является разрешающей.

Разрешающий элемент: 
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Перейдем к новой симплекс-таблице 5.5 
Таблица 5.5
	Базисные

переменные
	Коэффициенты при переменных
	Свободные члены

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	

	x5
	0
	0
	0
	1
	1
	-1
	-1
	5000

	x1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	20000

	x3
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	25000

	f
	0
	2
	0
	-4
	0
	10
	7
	375000


Новый опорный план имеет вид: (20000, 0, 25000, 0, 5000, 0).
f = 375000.
Прибыль выросла, но решение не оптимально, т. к. в индексной строке еще осталось неотрицательное число. Разрешающий столбец – четвертый, следовательно, переменная x4 вводится в список базисных переменных.
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Разрешающая строка – первая, переменная 
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 выводится из списка базисных переменных. Разрешающий элемент 
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Таблица 5.6
	Базисные

переменные
	Коэффициенты при переменных
	Свободные члены

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	

	x4
	0
	0
	0
	1
	1
	-1
	-1
	5000

	x1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	20000

	x3
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	25000

	f
	0
	2
	0
	0
	4
	6
	3
	395 000


Последнее решение является оптимальным, поскольку все числа, стоящие в индексной строке, неотрицательны. Это решение единственно, так как все элементы последней строки, соответствующие свободным переменным x2, x5, x6, x7, строго положительны. Оптимальный опорный план (20000, 0, 25000, 5000, 0, 0, 0), fopt = 395000.
Таким образом, для получения максимальной прибыли в размере 395 000 усл. ед. надо распределить средства следующим образом: 20 000 усл. ед. вложить в рекламу на телевидении; 20 000 усл. ед. вложить в рекламу в газетах и 5000 усл. ед. вложить в рекламу, организованную с помощью расклейки объявлений. Рекламу на радио организовывать не следует.
5.4 Метод искусственного базиса
В качестве 1-ого шага симплекс-метода требуется определить 1-й опорный план. Если ограничения задачи заданы в виде неравенств « ≥ » и « = », то невозможно сразу получить начальный базис. Причем уравнения отражают жесткие ограничения по ресурсам, не допускающих никаких отклонений. Для соблюдения равенств вводятся искусственные переменные yi = 0, образующие исходный базис. Такой базис называется искусственным, а метод решения – методом искусственного базиса. Причем искусственные переменные не имеют отношения к содержанию задачи, однако они позволяют построить стартовую точку, а в процессе оптимизации эти переменные выводятся из числа базисных и принимают нулевые значения, что обеспечивает допустимость оптимального решения.

Целевая функция в этом случае имеет вид:
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За использование искусственных переменных, вводимых в целевую функцию, накладывается т.н. «штраф» величиной М, (М 
[image: image613.wmf]®

 ∞ и обычно не задается). Преобразование разнородных ограничений представляющих собой смесь уравнений и неравенств разного вида заключается в образовании базиса решения путем одновременного введения свободных и искусственных переменных, что придает симплекс-методу большую гибкость.

Пример 5.4..
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[image: image615.wmf]min
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Сначала преобразуем систему ограничений к каноническому виду, введя в 1-е и 3-е неравенства дополнительные переменные 
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[image: image620.wmf]min
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Для образования искусственного базиса вводим недостающие переменные: во второе уравнение – y1, а в третье – y2. В итоге получим:
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[image: image622.wmf]min
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Полученную задачу можно решать симплекс-методом. 

5.5 Двойственные задачи линейного программирования

Любой задаче ЛП можно поставить в соответствие другую задачу, сформулированную по стандартным правилам таким образом, что решение одной из них является и решением другой. Такие задачи называются двойственными.
Пусть задана некоторая задача линейного программирования (исходная или прямая задача) из m линейных неравенств с n неизвестными
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                      (5.9)


[image: image625.wmf]0

³

i

x


С экономической точки зрения данную задачу ЛП можно интерпретировать следующим образом: предприятие может производить n видов продукции из m видов сырья (запасы i-го вида сырья ограничены величиной bi). Для производства единицы j-го продукта требуется aii количества i-го сырья. Требуется определить оптимальный план выпуска продукции, если стоимость единицы i-го продукции – ci.
В этом случае двойственная задача формулируется следующим образом:

Определить оценку (неявную стоимость) единицы каждого вида ресурсов yi(i=1,…m), чтобы при заданных объемах ресурсов bi, прибыли ci, нормах расхода ресурсов aii минимизировать оценку всех ресурсов предприятия, затраченных на производство и продажу продукции.

С учетом вышесказанного запишем математическую модель двойственной задачи:
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(5.10)
в которой задано n линейных неравенств с m неизвестными и требуется найти:
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z = b1y1 + … + bmym → min
Ограничения (5.10) показывают, что стоимость всех ресурсов, затраченных на продажу единицы j-го товара, должна быть не меньше дохода, получаемого при реализации единицы j-го товара, а общая стоимость всех ресурсов должна быть минимизирована.

Сравнивая данные задачи можно отметить, что:

1) число переменных в двойственной задаче равно числу ограничений в прямой задаче;

2) матрица коэффициентов при неизвестных х в системе ограничений (1.9) и матрица коэффициентов при неизвестных y в задаче (1.10) получаются друг из друга транспонированием;
3) в правых частях ограничений каждой задачи стоят коэффициенты целевой функции из другой задачи;
4) коэффициентами целевой функции каждой задачи служат свободные члены системы ограничений другой задачи;
5) система ограничений двойственной задачи записывается в виде неравенств, противоположного смысла неравенствам системы ограничений прямой задачи;
6) двойственная задача решается на минимум, если прямая решается на максимум и наоборот;
7) если переменная прямой задачи 
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, то j-е условие системы ограничений двойственной задачи является неравенством, если 
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 – любое число, то j-е условие двойственной задачи является уравнением;
8) если i-е соотношение прямой задачи является неравенством, то соответствующая оценка i-го ресурса – переменная 
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, если i-е соотношение прямой задачи является уравнением, то переменная двойственной задачи 
[image: image631.wmf]i

y

 – любое число.
Решение прямой задачи дает оптимальные объемы в структуре производства предприятия, а решение двойственной – оптимальную систему оценок ресурсов, используемых для производства и реализации товаров.

Каждая из этих задач может быть решена самостоятельно, однако при определении оптимального плана прямой задачи находится решение двойственной. Связь между оптимальными планами прямой и двойственных задач устанавливает первая теорема двойственности:
Если 
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 оптимальный план прямой задачи, а 
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 система оптимальных оценок двойственной, то:

[image: image634.wmf])

(

)

(

*

*

1

*

1

*

Y

Z

y

b

x

c

X

F

i

m

i

i

j

n

j

j

=

å

=

å

=

=

=


т.е. максимальный доход от продажи или производства, который может быть получен при имеющихся запасах ресурсов, равен оценке этих ресурсов.

Между переменными прямой и двойственной задач существует соответствие:
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Если найти оптимальное решение прямой задачи, то можно получить оптимальный план двойственной задачи: компоненты этого плана совпадают с коэффициентами при соответствующих переменных в индексной строке оптимального плана прямой задачи. Вернемся к примеру 3. Здесь прямая задача имеет вид:
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Соответствующая ей двойственная задача имеет вид:
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Установим соответствие между переменными прямой и двойственной задачи:
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Решая прямую задачу, мы установили, что базисные переменные - 
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 (см. итоговую симплекс-таблицу предыдущего примера).
Таблица 5.7
	Базисные

переменные
	Коэффициенты при переменных
	Свободные члены

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	

	x4
	0
	0
	0
	1
	1
	-1
	-1
	5000

	x1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	20000

	x3
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	25000

	f
	0
	2
	0
	0
	4
	6
	3
	395 000


Это значит, в оптимальном плане двойственной задачи переменные 
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будут базисными, а переменные 
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 – свободными (см. формулу соответствия). Базисным переменным 
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соответствуют значения коэффициентов в индексной строке при переменных 
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 т.е. оптимальный план имеет вид 
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. Значение целевой функции в этом случае 
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Таким образом, согласно сопряженным парам переменных из решения прямой задачи, можно получить решение двойственной не решая ее, и наоборот, из решения двойственной – решение прямой. 

Для оптимальных планов 
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пары двойственных задач необходимо и достаточно, чтобы они удовлетворяли системе уравнений:
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Соотношения (5.11) – (5.12) известны как вторая теорема двойственности.

Вторая теорема двойственности может быть интерпретирована следующим образом (5.11). Если в оптимальном плане i-й ресурс использован не полностью, то соответствующая оценка 
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. Таким образом, положительную двойственную оценку 
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 имеют лишь те виды ресурсов, которые полностью используются в оптимальном плане, т.е 
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Уравнение (5.12) свидетельствует о том, что продаже (производстве) в оптимальном плане подлежат только те виды товаров 
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, для которых оценка затраченных на их реализацию ресурсов равна доходу от их продажи, т. е. если 
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[image: image659.wmf]å

=

>

m

i

j

j

ij

c

y

a

1

*

. В этом случае в оптимальном плане объем реализации данного товара 
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5.6 Постановка транспортной задачи
Транспортная задача (ТЗ) формулируется следующим образом. В m пунктах отправления 
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 сосредоточен однородный груз в количествах соответственно 
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 единиц. Имеющийся груз необходимо доставить потребителям 
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, спрос которых выражается величинами 
[image: image664.wmf]n

b

b

b

,..,

,

2

1

 единиц. Известна стоимость 
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 перевозки груза из i-го (i=1,...,m) пункта отправления в j-й (j=1,...,n) пункт назначения. Требуется составить план перевозок, который полностью удовлетворяет спрос потребителей в грузе, и при этом суммарные транспортные издержки минимизируются.

Для построения экономико-математической модели ТЗ рассмотрим матрицу
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где 
[image: image667.wmf]ij
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 обозначает количество единиц груза, которое необходимо доставить из из i-го (i=1,...,m) пункта отправления в j-й (j=1,...,n) пункт назначения.

Матрицу 
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)

n

m

ij

x

X

´

=

 будем называть матрицей перевозок. Предполагается, что все 
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. Удельные транспортные издержки (расходы) запишем в форме матрицы 
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 и назовем ее матрицей тарифов. Экономико-математическая модель ТЗ должна отражать все условия и цель задачи в математической форме. Так, переменные 
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 должны удовлетворять ограничениям по запасам, потребностям и условиям неотрицательности. В математической форме эти условия можно записать так:
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 (5.13)
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 (5.14)
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Ограничения (5.15) соответствуют тому, что количество продукции, вывозимой от i-го поставщика не должно превосходить предложения i-го поставщика (для всех поставщиков). Ограничения соответствуют тому, что количество продукции, ввозимой j-му потребителю, должно полностью удовлетворять спрос j-го потребителя (для всех потребителей). 
Цель ТЗ – минимизировать общие затраты на реализацию плана перевозок, которые можно представить целевой функцией:
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(5.16)

Будем называть план перевозок 
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 допустимым, если он удовлетворяет ограничениям. 

Допустимый план перевозок, доставляющий минимум функции (11), называется оптимальным.

Итак, математически ТЗ ставится так. Даны система ограничений и целевая функция (5.16). Требуется среди множества решений системы найти такое неотрицательное решение, при котором целевая функция (5.16) принимает минимальное значение. 

5.7 Закрытая и открытая модели транспортной задачи
Модель ТЗ называют закрытой, если суммарный объем груза, имеющегося у поставщиков, равен суммарному спросу потребителей, то есть выполняется равенство:
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(5.17)
Если для ТЗ выполняется одно из условий:
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то модель задачи называют открытой.

Для разрешимости ТЗ с открытой моделью необходимо преобразовать её в задачу с закрытой моделью. Так, при выполнении первого условия необходимо ввести фиктивный (n+1)-й пункт назначения 
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, то есть в матрице задачи предусматривается дополнительный столбец. Спрос фиктивного потребителя полагают равным дисбалансу, то есть 
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, а все тарифы – одинаковыми, чаще всего равными нулю, то есть 
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5.8 Транспортная таблица
Для решения ТЗ составляют транспортную таблицу. В левой верхней колонке и верхней строке таблицы записываются номера поставщиков и потребителей. В правой колонке и нижней строке записаны, соответственно, предложения каждого поставщика и спрос каждого потребителя. В правом верхнем углу клетки, стоящей на пересечении i-й строки и j-го столбца, стоит тариф сij на перевозку от i-го поставщика j-му потребителю. Решение ТЗ записывают в клетки транспортной таблицы: на пересечении i-й строки и j-го столбца записывается значение хij.
Таблица 5.8
	Поставщик
	Потребитель
	Запас
груза 
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	Потребность в грузе 
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5.9 Решение ТЗ в общем виде
Решение ТЗ, как и решение задачи ЛП, состоит из двух этапов.
1 этап. Нахождение начального плана перевозок 
[image: image715.wmf])

x
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ij

, i = l,…m; j = l,…n, удовлетворяющего ограничениям;

2 этап. Улучшение начального плана перевозок и получение оптимального плана перевозок
[image: image716.wmf])

(

ij

x

, i = l,…m; j = 1,….n, доставляющего минимум функции (5.16).

Заметим, что общее число неизвестных в транспортной задаче равно mn. Уравнения не являются линейно-независимыми, так как их правые части связаны условием (5.17). Число линейно-независимых уравнений в ограничениях транспортной задачи равно, следовательно, не m+n, а m+n-1. Таким образом, число неизвестных больше числа связывающих их уравнений так же, как и в основной задаче ЛП.

Систему уравнений можно разрешить отно​сительно m+n-1 базисных переменных. Остальные mn-(m+n-1) переменных являются свободными. Каждое решение транспортной задачи находят следующим образом: свободные mn-(m+n-1) переменные полагаются равными нулю, а базисные (m+n-1) переменные находят из системы ограничений. Полученное решение проверяют на оптимальность. Если решение не оптимально, то осуществляют переход к новому решению путем изменения списка базисных переменных. Эти действия повторя​ют до тех пор, пока не будет получено оптимальное решение, доставляющее минимум целевой функции (5.16).

5.10 Оптимальный план транспортной задачи. Метод потенциалов

Решение транспортной задачи рассмотрим на примере:
Пример 5.5.. Четыре предприятия данного экономического района для производства продукции используют некоторое сырье. Спрос на сырье каждого из предприятий соответственно составляет: 120, 50, 190 и 110 усл. ед. Сырье сосредоточено в трех местах. Предложения поставщи​ков сырья равны: 160, 140 и 170 усл. ед. На каждое предприятие сырье может завозиться от любого поставщика. Тарифы перевозок известны и задаются матрицей
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Этап 1. Нахождение начального плана перевозок. Для его нахождения воспользуемся методом минимального элемента

Шаг 1. Составляют транспортную таблицу.

Шаг 2. Выбирают клетку таблицы, которой соответствует минимальное значение тарифа, и переходят на шаг 3.

Шаг 3. В выбранную клетку помещают максимально возможное число единиц продукции, разрешенное ограничениями на предложение и спрос. После этого, если предложение производителя исчерпано, вычеркивают соответствующую строку; если спрос удовлетворен, вычеркивают соответствующий столбец.

Если все клетки заполнены или вычеркнуты, то план перевозок построен. В противном случае переходят к шагу 2 без учета заполненных и вычеркнутых клеток. Применим метод минимального элемента к данному примеру:
Таблица 5.9
	№
	1
	2
	3
	4
	предложение

	1
	7


	8
	1

160-
	2

+
	160

	2
	4

120
	5


	9
	8

20
	140

	3
	9
	2

50
	3

30+
	6

90-
	170

	Спрос
	120
	50
	190
	110
	470


Минимальный тариф 
[image: image718.wmf]1

13

=

c

, 
[image: image719.wmf]13

x

 = min(l60,190) =160 . Первую строку вычеркивают. Минимальный тариф для оставшихся клеток 
[image: image720.wmf]2

32

=

c

, 
[image: image721.wmf]32

x

 = min(l70,50) = 50. Второй столбец вычеркивают.

Для оставшихся клеток минимальный тариф:


[image: image722.wmf]3

33

=

c

 = 3 , 
[image: image723.wmf]33

x

= min(170 - 50, 190 - 160) = 30 . Третий столбец вычеркивают.

Для оставшихся клеток минимальный тариф:


[image: image724.wmf]4

21

=

c

, 
[image: image725.wmf]21

x

= min(140,120) = 120. Первый столбец вычеркивают.

Для оставшихся клеток минимальный тариф:


[image: image726.wmf]6

34

=

c

, 
[image: image727.wmf]=

34

x

min(l70-50-30,110) = 90. Для одной оставшейся клетки 
[image: image728.wmf]24

x

 = min(140 -120,110 - 90) = 20 .

План перевозок, полученный по методу минимального элемента, имеет вид:

[image: image729.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

90

30

50

0

20

0

0

120

0

160

0

0

1

X


Стоимость перевозок по этому плану составляет:
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Заметим, что для всех полученных решений число заполненных (отличных от нуля) клеток транспортной таблицы в точности равно числу базисных переменных задачи, т.е. 6.

Если при решении транспортной задачи число заполненных клеток транспортной таблицы равно m+n-1, где m – число производителей, n – число потребителей, то план перевозок невырожденный. Если число заполненных клеток транспортной таблицы меньше m+n-1, то план перевозок вырожденный. Вырожденный план перевозок получится, если на каком-то шаге одновременно удовлетворяется спрос потребителя и исчерпывается предложение соответствующего поставщика, т.е. одновременно вычеркивается строка и столбец.

Для нахождения оптимального плана перевозок необходимо уметь оценивать полученный план на оптимальность. Как это сделать, не имея в распоряжении всех возможных планов перевозок, которые можно было бы сравнить между собой? Для оценки плана на оптимальность вводится понятие косвенных затрат. Косвенные затраты – это затраты, получаемые для маршрутов, по которым не осуществляются перевозки при данном плане. Рассчитанные косвенные затраты сравниваются с реальными затратами, которые имели бы место, если бы перевозки по данным маршрутам осуществлялись. Если для всех невыбранных маршрутов косвенные затраты не больше реальных, то данный план перевозок является оптимальным. Если хотя бы для одного маршрута косвенные затраты больше реальных, то план перевозок может быть улучшен путем введения в него данного маршрута. Ввод нового маршрута в план перевозок соответствует вводу в список базисных переменных переменной транспортной задачи, соответствующей этому маршруту. Эти рассуждения лежат в основе ряда методов, применяемых для нахождения оптимального пла​на перевозок. Рассмотрим один из них метод потенциалов. Алгоритм метода потенциалов в общем случае имеет следующий вид.
Шаг 1. Получение начального плана перевозок.
Шаг 2. Проверка плана на невырожденность. Если полученный план вырожденный, формально заполняют нулями некоторые из свободных клеток так, чтобы общее число занятых кле​ток было равно m+n-1. Нули надо расставлять так, чтобы не образовался замкнутый цикл из занятых клеток. (Определение цикла будет дано ниже.)

Шаг 3. Проверка плана на оптимальность.

Шаг 3.1. Определение потенциалов производителей и потребителей. Составляют систему уравнений для заполненных клеток транспортной таблицы: 
[image: image731.wmf]ij
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, где i, j – номера строк и столбцов на пересечении которых стоят заполненные клетки, 
[image: image732.wmf]i

u

 – потенциал i-го поставщика, 
[image: image733.wmf]
[image: image734.wmf]j

v

 – потенциал j-го потребителя, 
[image: image735.wmf]ij

c

 – тариф на перевозку из пункта I в пункт j. Число уравнений в системе равно (m+n-1), а число неизвестных 
[image: image736.wmf]i

u

 и 
[image: image737.wmf]j

v

равно m+n. Для решения данной системы одно из неизвестных выбирают произвольно. Обычно полагают 
[image: image738.wmf]0

1

=

u

. Решая систему уравнений, находят значения потенциалов 
[image: image739.wmf]i

u

 и 
[image: image740.wmf]j

v

, i = 1, m; j = 1, n.

Шаг 3.2. Определение суммы потенциалов (косвенных тарифов) для свободных клеток: 
[image: image741.wmf]p
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, где q и р – номера строк и столбцов, на пересечении которых стоит свободная клетка, 
[image: image742.wmf]q

u

 – потенциал q-го поставщика, 
[image: image743.wmf]p

v

 – потенциал p-го потребителя, 
[image: image744.wmf]qp

c

1

 – косвенные тарифы.

Шаг 3.3. Проверка на оптимальность.

Для каждой свободной клетки транспортной таблицы составляется разность между 
[image: image745.wmf]qp

c

1

 и 
[image: image746.wmf]qp

c

, (косвенным и реальным тарифами) 
[image: image747.wmf]qp
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. Если все 
[image: image748.wmf]0

£

D

qp

, то полученный план оптимален. Если хотя бы для одной свободной клетки 
[image: image749.wmf]qp

D

>0 , то план может быть улучшен. Переход к шагу 4.

Шаг 4. Улучшение плана.

Шаг 4.1. Выбор переменной, вводимой в список базисных переменных.

Выбирают клетку, которой соответствует максимальное положительное значение разности, полученной на шаге 3.3. Если имеется несколько одинаковых значений, то из них выбирают любое.

Переменная транспортной задачи, соответствующая этой клетке, вводится в список базисных переменных, т.е. данная клетка транспортной таблицы заполняется.

Шаг 4.2. Выбор переменной, выводимой из списка базисных переменных.

Заполнение клетки, выбранной на шаге 4.1, происходит следующим образом. Строят цикл, начинающийся и заканчивающийся в выбранной свободной клетке, содержащий в качестве вершин заполненные клетки таблицы и состоящий из горизонтальных и вертикальных отрезков. При этом в каждой клетке таблицы, являющейся вершиной цикла, соединяют обязательно горизонтальный и вертикальный отрезки. В свободной клетке условно ставят знак «+», а в остальных вершинах цикла, чередуясь, ставят «-» и «+» (обход цикла производится против часовой стрелки). Затем происходит перераспределение продукции по циклу. Для этого выбирают клетку со знаком «-» , которой соответствует наименьшее число единиц продукции. Это значение прибавляют к значениям, стоящим в клетках со знаком «+» , и отнимают от значений, стоящих в клетках со знаком «-». При таком перераспределении общий баланс не изменяется. Свободная клетка заполняется. А клетка со знаком «-» , которой соответствует наименьшее количество продукции, становится свободной; соответствующую ей переменную исключают из списка базисных. Для нового плана повторяют все действия, т.е. переходят к шагу 2.

Для нашего примера имеем:

Число заполненных клеток равно 4+3-1=6, т.е. данный план невырожденный. Определим потенциалы производителей и потребителей, составив уравнения 
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для заполненных клеток.
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Составим разности для свободных клеток:
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Получена положительная разность
[image: image753.wmf]2
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. Заполним клетку первой строки и четвертого столбца. Строим цикл, начинающийся и заканчивающийся в этой клетке. Вершинами цикла являются клетки: (3,4), (3,3), (1,3) (на первом месте стоит номер строки, на втором – столбца). В клетке (1,4) ставим «+», в клетке (3,4) «-», в клетке (3,3) «+», в клетке (1,3) «-». Перераспределяем продукцию по циклу. Минимальное значение для клеток со знаком «-» находится в клетке (3,4) 
[image: image754.wmf]34

x

= 90. Отнимаем 90 от значений, стоящих в клетках со знаком «-», и прибавляем к значениям, стоящим в клетках со знаком «+». Получаем новый план перевозок, представленный в следующей транспортной таблице 5.10:
Таблица 5.10

	№
	1
	2
	3
	4
	предложение

	1


	7


	8
	1

70-
	2

90+
	160

	2
	4

120
	5

+
	9
	8

20-
	140

	3
	9
	2

50-
	3

120+
	6


	170

	Спрос
	120
	50
	190
	110
	470


Новый план невырожденный. Проверим его на оптимальность.
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Составим разности для свободных клеток:
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Положительная разность 
[image: image757.wmf]1
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. Заполним клетку (2,2). Цикл будет содержать клетки: (2,2), (3,2), (3,3), (1,3), (1,4), (2,4), (2,2).

Минимальное значение 
[image: image758.wmf]20
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 для клеток со знаком «-». Перераспределив продукцию по циклу, получим новый план перевозок:
Таблица 5.11

	№
	1
	2
	3
	4
	предложение

	1
	7


	8
	1

50
	2

110
	160

	2
	4

120
	5

20
	9
	8


	140

	3
	9
	2

30
	3

140
	6


	170

	Спрос
	120
	50
	190
	110
	470


Проверим полученный невырожденный план на оптимальность.
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Составим разности для свободных клеток:
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Все разности отрицательные, следовательно, получен оптималь​ный план:
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Оптимальная стоимость перевозок по этому плану составляет:
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6. Балансовые модели

Одно из важнейших понятий, используемых при моделировании производственных процессов, связано с описанием движении потоков и ресурсов между производственными единицами (отраслями, регионами и т.д.). Балансовые отношения в экономике аналогичны закону сохранения энергии в физике. 
Балансовый метод – метод взаимного сопоставления имеющихся материальных, трудовых и финансовых ресурсов и потребностей в них. Для количественной оценки соотношения потребностей и ресурсов используются балансовые модели.

Балансовая модель – система уравнений, каждое из которых выражает требование баланса между производимой продукцией и потребностью. Пусть, например, имеются два предприятия и продукт, производимый первым, является сырьем для второго, а также может использоваться вне системы в количестве 
[image: image763.wmf]w

. Для такой системы балансовые соотношения записываются в виде 
[image: image764.wmf]1
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, где 
[image: image765.wmf]1

x

 - выпуск продукции первым предприятием, 
[image: image766.wmf]2

x

 - потребление этой продукции вторым предприятием.

В общем случае принцип построения балансовых соотношений можно сформулировать следующим образом:

Суммарное использование любого ресурса в системе не больше, чем его запасы плюс его производство, плюс поставка извне.

Межотраслевой баланс характеризует систему балансовых соотношений между отраслями экономики. Он представляет собой таблицу, характеризующую связи между отраслями экономической системы. Пусть система состоит из 
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называется первым разделом межотраслевого баланса. Его элементы 
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 показывают производственные затраты 
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Рассмотрим 
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- отрасли другими отраслям народного хозяйства т. е. распределение продукции как средств производства для других отраслей. Если рассмотреть 
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- отраслью сырья, материалов, топлива, энергии и т.д., полученных из других отраслей. Таким образом, первый раздел межотраслевого баланса дает общую картину производственных затрат и распределения продукции на производственные нужды всех 
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 отраслей материального производства. Величины 
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 отражают стоимость средств производства, т.е. выражаются в рублях. Такие балансы называют стоимостными.
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 характеризует сумму всех поставок 
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Теперь рассмотрим 
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равна сумме всех производственных затрат всех отраслей (или, что тоже самое, производственного потребления всех отраслей). Это так называемый промежуточный продукт народного хозяйства.

Столбец 
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 характеризует конечное потребление 
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-й отрасли, под которым понимается личное и общественное потребление, не идущее на текущее производственное потребление (накопление и возмещение в основных фондов, затраты на государственный аппарат и оборону, на обслуживание населения и т.д.). Суммарный выпуск 
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называется условно-чистой продукцией отрасли, она равна разнице между валовой продукцией 
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Из разложения продукции отрасли на производственные затраты и условно-чистую продукцию следует соотношение
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- суммарный конечный продукт народного хозяйства равен суммарной условно-конечной продукции.
6.1 Межотраслевая балансовая модель
Распределение продукции каждой отрасли в межотраслевом балансе народного хозяйства описывается уравнением 
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Обычно межотраслевая модель строится на следующих допущениях:

1) В каждой отрасли имеется единственная технология производства.

2) Нормы производственных затрат не зависят от объема выпускаемой продукции.

3) Не допускается замещение в производстве одних видов продукции другими.

Тогда 
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 - коэффициент прямых затрат – количество затрат промежуточной продукции 
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-отрасли.


Пример 6.1.. Пусть функционируют две отрасли. Использование продукции этих отраслей задано матрицей
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Найти размеры производственного потребления и составить матрицу коэффициентов прямых затрат.


Решение: Вычислим: 
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6.2 Модель Леонтьева
Обозначим через 
[image: image805.wmf]X

 суммарный (валовый) выпуск 
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. Тогда часть общего валового выпуска израсходованного на производственные нужды в процессе производства определяется вектором 
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 или в матричной форме 
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. Тогда суммарный конечный продукт 
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будет использован на конечное потребление и накопление. 


Основной вопрос, возникающий в планировании производства формулируется следующим образом: при заданном векторе 
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 требуется решить систему:
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Решение данной системы определяется формулой 
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Данная формула имеет следующую экономическую интерпретацию: для получения Х, обеспечивающего конечный спрос 
[image: image813.wmf]Y

 необходимо затратить количество продукции 
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, которое нужно сначала произвести. Следовательно, валовый выпуск включает в себя вектор
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, при производстве вектора 
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 возникают дополнительные затраты 
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 называется полными затратами, а матрица 
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Система (6.1) называется моделью Леонтьева. Если ее решение существует для любого неотрицательного вектора 
[image: image820.wmf]Y

конечного спроса, то говорят, что модель и матрица прямых затрат продуктивна.

Продуктивность модели определяется свойствами матрицы А.

Рассмотрим матрицу А, все элементы которой 
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. Изолированность множества S в модели Леонтьева означает, что отрасли, номера которых принадлежат множеству S, не нуждаются в товарах производимых отраслями, номера которых принадлежат 
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, что соответствует одновременной перестановке строк и столбцов матрицы А, то она примет вид 
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где 
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 - квадратные матрицы размерностей 
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Матрица А называется неразложимой, если в множестве N нет изолированных подмножеств, т.е. если одновременной перестановкой строк и столбцов ее нельзя привести к виду (6.2).


Неразложимость А в модели Леонтьева означает, что каждая отрасль использует хотя бы косвенно продукцию всех отраслей. Справедлива следующая теорема:


Неразложимая матрица А имеет положительное собственное число 
[image: image835.wmf]A

l
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 отвечает собственный вектор 
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, все координаты которого положительны. Продуктивность матрицы Леонтьева полностью определяется величиной 
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. Модель Леонтьева продуктивна тогда и только тогда, когда 
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6.3 Модель равновесных цен

Обозначим через 
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 вектор цен, i-я координата которого равна цене единицы продукции i-й отрасли; тогда i-я отрасль получит доход, равный 
[image: image842.wmf]i

i

x

p

. Часть дохода эта отрасль потратит на закупку продукции у других отраслей. Так для выпуска единицы продукции ей необходима продукция 1-й, 2-й и т.д. соответственно в объемах 
[image: image843.wmf]ni

i

i

a

a

a

,...,

,

2

1

На покупку этой продукции будет затрачена сумма 
[image: image844.wmf]n

ni

i

i

p

a

p

a

p

a

+

+

2

2

1

1

. Тогда затраты на выпуск 
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 единицы продукции составят
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. Оставшаяся часть дохода 
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 называется добавленной стоимостью она идет на выплату зарплаты и налогов, предпринимательскую прибыль и инвестиции
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 - норма добавленной стоимости (добавленная стоимость на единицу выпускаемой продукции i-й отрасли). Для всего народного хозяйства можно записать в матричной форме: 
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Система (6.3) называется прибыльной, если она разрешима в неотрицательных 
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. Продуктивность и прибыльность модели Леонтьева эквивалентны: из продуктивности следует прибыльность, и наоборот.


Модель равновесных цен позволяет, зная величины норм добавленной стоимости, прогнозировать цены на продукцию отраслей: 
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Она тоже позволяет прогнозировать изменение цен и инфляцию, являющиеся следствием изменения цен в одной из отраслей.

Пример 6.2. Пусть все народное хозяйство (район и т.д.) состоит из трех отраслей, каждая из которых выпускает один вид продукции. В таблице 1 указаны расходные коэффициенты (прямые затраты) aik единиц продукции i-й отрасли, используемые как сырье (промежуточный продукт) для выпуска единицы продукции k-й отрасли, а также количество единиц yi продукции i-й отрасли, предназначенные для реализации (конечный продукт).

Пусть дополнительно заданы расходные нормы двух видов сырья и топлива на единицу продукции соответствующей отрасли, трудоемкость продукции в человеко-часах на единицу продукции, стоимость единицы соответствующего материала и оплата за 1 чел-ч (таблица 2).

Определить:

1. Коэффициенты полных затрат.

2. Валовой выпуск для каждой отрасли.

3. Производственную программу отраслей.

4. Коэффициенты косвенных затрат.

5. Суммарный расход сырья, топлива и трудовых ресурсов на выполнение производственной программы.

6. Коэффициенты прямых затрат сырья, топлива и труда на единицу конечной продукции каждой отрасли.

7. Расход сырья, топлива и трудовых ресурсов по отраслям.

8. Производственные затраты в денежных единицах по отраслям и на всю производственную программу.

9. Производственные затраты на единицу конечной продукции.

10. Параметры агрегирования при объединении первой и третьей отраслей.
Таблица 6.1
	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0
	0,2
	0
	200

	2
	0,2
	0
	0,1
	100

	3
	0
	0,1
	0,2
	300


Таблица 6.2
	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	1,4
	2,4
	0,8
	5

	Сырье B
	0
	0,6
	1,6
	12

	Топливо
	2,0
	1,8
	2,2
	2

	Трудоемкость
	10
	20
	30
	1,2


Решение: 1. Обозначим производственную программу X = (x1, x2, x3) (xi – валовой выпуск продукции i-й отраслью), а выпуск товарной продукции Y = (y1, y2, y3). A = {aik} расходные коэффициенты (таблица 1), тогда производственные взаимосвязи могут быть представлены формулой

X – AX = Y,

где AX – внутрипроизводственное потребление.

(E – A) X = Y,
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– матрица обратная для (E – A), представляет собой искомые коэффициенты полных внутрипроиводственных затрат.


[image: image858.wmf](

)

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

-

-

27

.

1

13

.

0

03

.

0

13

.

0

06

.

1

21

.

0

03

.

0

21

.

0

04

.

1

1

A

E


Таким образом, например, для выпуска единицы продукции I, II, III отраслей необходимо затратить продукции I-й отрасли соответственно 1.04, 0.21, 0.03 единиц.


2. Для определения валового выпуска продукции отраслей воспользуемся равенством
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Следовательно, 
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3. Производственную программу каждой из отраслей можно определить из соотношений: 
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, и представить в виде таблицы 6.3:
Таблица 6.3
	Отрасли
	Внутрипрозводственное

 потребление
	Итого
	Конечный продукт
	Валовой выпуск

	
	1
	2
	3
	
	
	

	1
	0
	37
	0
	37
	200
	238

	2
	48
	0
	40
	88
	100
	187

	3
	0
	19
	80
	99
	300
	400



4. Коэффициенты косвенных затрат найдем по формуле:
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5. Суммарный расход сырья А, сырья В, топлива и труда можно получить, умножив матрицу нормы расхода на валовой выпуск:
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6. Расход сырья на единицу конечной продукции отраслей (соответствующие коэффициенты полных затрат сырья, топлива и труда на каждую единицу конечного продукта) получим из произведения матриц:
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Таким образом, например, для изготовления 
[image: image865.wmf]1
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 необходимо затратить 1.98 единиц сырья А, 0.17 единиц сырья В, 2.52 единиц топлива и 15.2 человека-часов.

7. Расход сырья, топлива и труда по каждой отрасли получим из умножения их расходных норм на соответствующие валовые выпуски по отраслям. В результате получим матрицу полных затрат.
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8. Производственные расходы по отраслям можно получить путем умножения троки стоимостей (5, 12, 2, 1.2) на матрицу п.7:
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9. Производственные затраты на единицу конечной продукции, необходимые для определения себестоимости продукции, можем найти путем умножения слева матрицы полных затрат, найденной в п.6 на строку цен:
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Таким образом, внутрипроизводственные затраты на единицу товарной продукции I,II,III отраслей соответственно равны: 35.2, 59.6, 72.3.

10. Выделим в таблице отрасли подлежащие агрегированию. Присвоим отрасли индекс k. Матрица коэффициентов прямых затрат с учетом агрегирования определяется формулой 
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, где матрицы Т получается из единичной матрицы с помощью горизонтальной деформации:
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Матрица 
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 получается из единичной матрицы с весовыми коэффициентами с помощью деформации по столбцам:
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Новая производственная программа имеет вид:

Таблица 6.4
	Отрасли
	Внутрипрозводственное потребление
	Итого
	Конечный продукт
	Валовой выпуск

	
	К
	2
	
	
	

	К
	80
	56
	136
	500
	638

	2
	88
	0
	88
	100
	187


7. Задания для контрольных работ


Контрольные работы выполняются по вариантам. Выбор варианта осуществляется по последней цифре шифра зачетной книжки студента. Вариант 10 выбирают студенты, у которых последняя цифра шифра зачетной книжки является 0.
Контрольная работа №1
I. Вычислить определители
	1. 
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	3. 
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	4. 
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	5. 
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	6. 
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	7. 
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	8. 
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	9. 
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	10.
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II. Даны две матрицы А и В. Найти: а) 2А-3В, б) АВ, в) 
[image: image885.wmf]Т

Т

А

В

, г) обратную матрицу 
[image: image886.wmf]1

-

А
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	1. 
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	2. 
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	3. 
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	4. 
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	5. 
[image: image895.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

1

2

1

2

0

1

2

1

3

А


	 
[image: image896.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

1

7

3

1

1

2

2

1

0

В



	6. 
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	7. 
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	8. 
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	9. 
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	10. 
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III. Дана система трех линейных уравнений с тремя неизвестными. Требуется:

1. найти ее решение с помощью формул Крамера;

2. найти решение методом обратной матрицы. 

3. решить систему методом Гаусса
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IV. Найти множество решений однородной системы трех линейных уравнений с четырьмя неизвестными:
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V. Определить собственные значения и собственные векторы матрицы третьего порядка:
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VI. По координатам вершин пирамиды А1А2А3А4, заданных в таблице 7.1, найти: 

1. длины ребер А1А2 и А1А3; 

2. угол между ребрами А1А2 и А1А3; 

3. площадь грани А1А2А3;

4. объем пирамиды;

5. уравнения прямых А1А2 и А1А3;

6. уравнения плоскостей А1А2А3 и А1А2А4;

7. угол между плоскостями А1А2А3 и А1А2А4.

8. Расстояние от т. А4 до плоскости А1А2А3
Сделать чертеж

Таблица 7.1.

Варианты заданий

	№ 

варианта
	Координаты точки А (x, y, z), мм

	
	А1
	А2
	А3
	А4

	1
	(0, 3, 2)
	(-1, 3, 5)
	(-2, 4, 2)
	(0, 5, 4)

	2
	(-1, 2, 0)
	(-2, 2, 4)
	(-3, 3, 0)
	(-1, 4, 2)

	3
	(2, 2, 3)
	(1, 2, 7)
	(0, 3, 3)
	(2, 4, 5)

	4
	(0, -1, 2)
	(-1,-1, 6)
	(-2, 0, 2)
	(0, 1, 4)

	5
	(3, 0, 2)
	(2, 0, 6)
	(1, 1, 2)
	(3, 2, 4)

	6
	(0, 2, -1)
	(-1, 2, 3)
	(-2, 3, -1)
	(0, 4, 1)

	7
	(2, 3, 2)
	(1, 3, 6)
	(0, 4, 2)
	(2, 5, 4)

	8
	(-1, 0, 2)
	(-2, 0, 6)
	(-3, 1, 2)
	(-1, 2, 4)

	9
	(2, 0, 3)
	(1, 0, 7)
	(0, 1, 3)
	(2, 2, 5)

	10
	(2, -1, 2)
	(1, -1, 6)
	(0, 0, 2)
	(2, 1, 4)


Контрольная работа №2
Задача №1

Решить задачу ЛП графическим методом.
Дана целевая функция 
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Найти максимум функции f = f(x1, x2).
Таблица 7.2
	№
	Ограничения
	Целевая функция

	1
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Задача №2

Решить задачу оптимального планирования выпуска продукции при следующих условиях.
Для изготовления двух видов продукции используются три вида сырья. При производстве единицы продукции первого вида затрачивается а1 кг сырья первого вида, а2 кг сырья второго вида и а3 кг сырья третьего вида. При производстве единицы продукции второго вида затрачивается b1 кг сырья первого вида, b2 кг сырья второго вида и b3 кг сырья третьего вида. Запасы сырья первого вида составляют А кг, второго – B кг, третьего – C кг. Прибыль от реализации единицы продукции первого вида составляет P1 руб., от реализации единицы продукции второго вида – P2 руб.
Конкретные исходные данные приведены в таблице 7.3
Таблица 7.3
	№
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	B
	С
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	1
	14
	14
	6
	5
	8
	12
	350
	392
	408
	10
	5

	2
	16
	9
	6
	4
	9
	12
	400
	333
	360
	9
	12

	3
	12
	4
	3
	3
	5
	14
	284
	136
	266
	6
	4

	4
	14
	4
	3
	4
	4
	12
	252
	120
	240
	30
	40

	5
	15
	4
	4
	2
	3
	14
	285
	113
	322
	15
	9

	6
	16
	3
	3
	2
	2
	15
	304
	83
	375
	10
	12

	7
	13
	4
	3
	2
	4
	14
	260
	124
	280
	12
	10

	8
	9
	7
	4
	5
	8
	16
	1431
	1224
	1328
	3
	2

	9
	6
	5
	3
	3
	10
	12
	714
	910
	948
	3
	9

	10
	15
	5
	4
	4
	3
	8
	225
	100
	192
	6
	8

	11
	14
	14
	6
	5
	8
	12
	350
	392
	408
	10
	5

	12
	16
	9
	6
	4
	9
	12
	400
	333
	360
	9
	12

	13
	12
	4
	3
	3
	5
	14
	284
	136
	266
	6
	4

	14
	14
	4
	3
	4
	4
	12
	252
	120
	240
	30
	40

	15
	15
	4
	4
	2
	3
	14
	285
	113
	322
	15
	9

	16
	16
	3
	3
	2
	2
	15
	304
	83
	375
	10
	12

	17
	13
	4
	3
	2
	4
	14
	260
	124
	280
	12
	10

	18
	9
	7
	4
	5
	8
	16
	1431
	1224
	1328
	3
	2

	19
	6
	5
	3
	3
	10
	12
	714
	910
	948
	3
	9

	20
	15
	5
	4
	4
	3
	8
	225
	100
	192
	6
	8


Примечание. При оформлении решения должны быть выполнены все шаги алгоритма симплексного метода без пропусков промежуточных расчетов по аналогии с примером 6.2.
Задача №3

Используя данные задачи №2 о планировании выпуска продукции, составить двойственную задачу линейного программирования, установить сопряженные пары прямой и двойственной задач и согласно сопряженным парам переменных из решения прямой задачи получить решение двойственной задачи. 
Задача №4
Четыре предприятия данного экономического района для производства продукции используют некоторое сырье. Спрос на сырье каждого из предприятий соответственно составляет В1, В2, В3, В4 и В5 усл. ед. Сырье сосредоточено в трех местах. Предложения поставщиков сырья равны: А1, А2 и А3 усл. ед. На каждое предприятие сырье может завозиться от любого поставщика. Тарифы перевозок известны и задаются матрицей. Требуется найти оптимальный план перевозок

	Вариант 1
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	2
	4
	5
	7
	9
	300

	А2
	1
	6
	3
	5
	4
	400

	A3
	6
	3
	2
	1
	10
	900

	Потребность
	250
	300
	350
	500
	200
	1600


	Вариант 2
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	7
	4
	15
	9
	14
	120

	А2
	11
	2
	7
	3
	10
	150

	A3
	4
	5
	12
	8
	17
	100

	Потребность
	65
	90
	60
	70
	85
	370


	Вариант 3
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	2
	4
	5
	7
	9
	300

	А2
	1
	6
	3
	5
	4
	400

	A3
	6
	3
	2
	1
	10
	900

	Потребность
	250
	300
	350
	500
	200
	1600


	Вариант 4
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	2
	10
	15
	14
	4
	150

	А2
	3
	7
	12
	5
	8
	170

	A3
	21
	18
	6
	13
	16
	260

	Потребность
	100
	90
	160
	150
	80
	580


	Вариант 5
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	14
	8
	17
	5
	3
	120

	А2
	21
	10
	7
	11
	6
	180

	A3
	3
	5
	8
	4
	9
	230

	Потребность
	70
	120
	105
	125
	110
	530


	Вариант 6
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	12
	9
	7
	11
	6
	175

	А2
	4
	3
	12
	2
	8
	165

	A3
	5
	17
	9
	4
	11
	180

	Потребность
	90
	120
	110
	130
	70
	520


	Вариант 7
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	3
	8
	7
	11
	15
	260

	А2
	14
	3
	1
	8
	6
	400

	A3
	9
	5
	16
	7
	12
	240

	Потребность
	180
	200
	190
	230
	100
	900


	Вариант 8
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	2
	4
	11
	5
	3
	250

	А2
	8
	17
	13
	7
	6
	300

	A3
	14
	10
	5
	8
	9
	270

	Потребность
	120
	200
	190
	230
	80
	820


	Вариант 9
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	21
	18
	14
	3
	6
	370

	А2
	7
	11
	10
	5
	12
	450

	A3
	4
	8
	12
	8
	13
	430

	Потребность
	300
	230
	330
	290
	100
	1250


	Вариант 10
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	3
	10
	15
	17
	9
	560

	А2
	2
	16
	3
	15
	4
	570

	A3
	8
	5
	12
	14
	7
	620

	Потребность
	250
	300
	350
	500
	250
	1750


	Вариант 11
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	2
	4
	5
	7
	9
	300

	А2
	1
	6
	3
	5
	4
	400

	A3
	6
	3
	2
	1
	10
	900

	Потребность
	250
	300
	350
	500
	200
	1600


	Вариант 12
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	7
	4
	15
	9
	14
	120

	А2
	11
	2
	7
	3
	10
	150

	A3
	4
	5
	12
	8
	17
	100

	Потребность
	65
	90
	60
	70
	85
	370


	Вариант 13
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	2
	4
	5
	7
	9
	300

	А2
	1
	6
	3
	5
	4
	400

	A3
	6
	3
	2
	1
	10
	900

	Потребность
	250
	300
	350
	500
	200
	1600


	Вариант 14
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	2
	10
	15
	14
	4
	150

	А2
	3
	7
	12
	5
	8
	170

	A3
	21
	18
	6
	13
	16
	260

	Потребность
	100
	90
	160
	150
	80
	580


	Вариант 15
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	14
	8
	17
	5
	3
	120

	А2
	21
	10
	7
	11
	6
	180

	A3
	3
	5
	8
	4
	9
	230

	Потребность
	70
	120
	105
	125
	110
	530


	Вариант 16
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	12
	9
	7
	11
	6
	175

	А2
	4
	3
	12
	2
	8
	165

	A3
	5
	17
	9
	4
	11
	180

	Потребность
	90
	120
	110
	130
	70
	520


	Вариант 17
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	3
	8
	7
	11
	15
	260

	А2
	14
	3
	1
	8
	6
	400

	A3
	9
	5
	16
	7
	12
	240

	Потребность
	180
	200
	190
	230
	100
	900


	Вариант 18
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	2
	4
	11
	5
	3
	250

	А2
	8
	17
	13
	7
	6
	300

	A3
	14
	10
	5
	8
	9
	270

	Потребность
	120
	200
	190
	230
	80
	820


	Вариант 19
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	21
	18
	14
	3
	6
	370

	А2
	7
	11
	10
	5
	12
	450

	A3
	4
	8
	12
	8
	13
	430

	Потребность
	300
	230
	330
	290
	100
	1250


	Вариант 20
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	Наличие

	А1
	3
	10
	15
	17
	9
	560

	А2
	2
	16
	3
	15
	4
	570

	A3
	8
	5
	12
	14
	7
	620

	Потребность
	250
	300
	350
	500
	250
	1750


Задача № 5
Пусть районное народное хозяйство состоит из трех отраслей, каждая из которых выпускает один вид продукции. В таблице 7.14.1 указаны расходные коэффициенты (прямые затраты) aik единиц продукции i-й отрасли, используемые как сырье (промежуточный продукт) для выпуска единицы продукции k-й отрасли, а также количество единиц yi продукции i-й отрасли, предназначенные для реализации (конечный продукт).

Пусть дополнительно заданы расходные нормы двух видов сырья и топлива на единицу продукции соответствующей отрасли, трудоемкость продукции в человеко-часах на единицу продукции, стоимость единицы соответствующего материала и оплата за 1 чел-ч (таблица 7.14.2).

Определить:

1. Коэффициенты полных затрат.

2. Валовой выпуск для каждой отрасли.

3. Производственную программу отраслей.

4. Коэффициенты косвенных затрат.

5. Суммарный расход сырья, топлива и трудовых ресурсов на выполнение производственной программы.

6. Коэффициенты прямых затрат сырья, топлива и труда на единицу конечной продукции каждой отрасли.

7. Расход сырья, топлива и трудовых ресурсов по отраслям.

8. Производственные затраты в денежных единицах по отраслям и на всю производственную программу.

9. Производственные затраты на единицу конечной продукции.

10. Параметры агрегирования при объединении первой итретьей отраслей.
 Таблица 7.14

Вариант 1.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,1
	0,4
	0
	300

	2
	0,2
	0,7
	0,1
	200

	3
	0
	0,3
	0,2
	300


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	2,4
	2,4
	0,8
	5

	Сырье B
	0,5
	0,6
	1,6
	12

	Топливо
	2,0
	1,8
	2,0
	7

	Трудоемкость
	11
	23
	30
	1,4


Вариант 2.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,8
	0,2
	0
	100

	2
	0,2
	0,3
	0,1
	400

	3
	0
	0,1
	0,2
	300


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	1,6
	0,4
	0,8
	15

	Сырье B
	0
	0,6
	1,6
	10

	Топливо
	2,0
	1,8
	2,2
	8

	Трудоемкость
	10
	30
	40
	2,2


Вариант 3.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,6
	0,2
	0
	300

	2
	0,3
	0,6
	0,1
	100

	3
	0
	0,1
	0,2
	400


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	3,4
	2,4
	1,8
	15

	Сырье B
	0,2
	0,6
	1,6
	12

	Топливо
	2,0
	1,8
	2,2
	2

	Трудоемкость
	20
	20
	30
	1,2


Вариант 4.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,5
	0,2
	0,1
	200

	2
	0,4
	0,5
	0,1
	200

	3
	0
	0,1
	0,2
	400


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	1,7
	1,4
	0,8
	5

	Сырье B
	1,0
	1,6
	1,6
	12

	Топливо
	2,0
	1,8
	3,2
	12

	Трудоемкость
	40
	20
	30
	1,3


Вариант 5.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,9
	0,1
	0
	400

	2
	0,2
	0
	0,1
	100

	3
	0,3
	0,1
	0,2
	400


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	2,2
	1,7
	1,0
	9

	Сырье B
	1,3
	1,6
	1,0
	13

	Топливо
	2,1
	2,8
	2,4
	3

	Трудоемкость
	16
	21
	32
	1,3


Вариант 6.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,1
	0,2
	0
	400

	2
	0,3
	0
	0,1
	200

	3
	0,2
	0,4
	0,2
	200


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	2,4
	2,2
	1,8
	4

	Сырье B
	1,2
	0
	2,6
	10

	Топливо
	3,0
	2,8
	3,2
	5

	Трудоемкость
	20
	10
	26
	2,2


Вариант 7.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,2
	0,2
	0
	500

	2
	0,2
	0,7
	0,1
	200

	3
	0
	0,3
	0,2
	100


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	2,4
	1,4
	0,6
	7

	Сырье B
	1,0
	0,6
	2,6
	14

	Топливо
	1,0
	1,3
	2,0
	5

	Трудоемкость
	14
	24
	26
	1,5


Вариант 8.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,3
	0,2
	0
	400

	2
	0,5
	0
	0,5
	400

	3
	0
	0,4
	0,2
	200


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	1,8
	0,4
	0,8
	7

	Сырье B
	2,0
	1,6
	0,6
	15

	Топливо
	1,2
	1,9
	1,2
	3

	Трудоемкость
	15
	22
	18
	2,2


Вариант 9.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,6
	0,2
	0
	200

	2
	0,2
	0,7
	0,1
	500

	3
	0
	0,2
	0,2
	100


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	1,6
	2,6
	1,2
	8

	Сырье B
	0,6
	0
	1,8
	14

	Топливо
	2,2
	2,4
	2,4
	4

	Трудоемкость
	12
	22
	31
	1,4


Вариант 10.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0
	0,2
	0,2
	200

	2
	0,3
	0
	0,1
	300

	3
	0,7
	0,1
	0,2
	400


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	1,5
	2,5
	0,9
	6

	Сырье B
	0,5
	0,2
	1,5
	10

	Топливо
	1,2
	1,4
	2,5
	2,5

	Трудоемкость
	12
	25
	20
	1,5


Вариант 11.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,1
	0,4
	0
	300

	2
	0,2
	0,7
	0,1
	200

	3
	0
	0,3
	0,2
	300


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	2,4
	2,4
	0,8
	5

	Сырье B
	0,5
	0,6
	1,6
	12

	Топливо
	2,0
	1,8
	2,0
	7

	Трудоемкость
	11
	23
	30
	1,4


Вариант 12.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,8
	0,2
	0
	100

	2
	0,2
	0,3
	0,1
	400

	3
	0
	0,1
	0,2
	300


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	1,6
	0,4
	0,8
	15

	Сырье B
	0
	0,6
	1,6
	10

	Топливо
	2,0
	1,8
	2,2
	8

	Трудоемкость
	10
	30
	40
	2,2


Вариант 13.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,6
	0,2
	0
	300

	2
	0,3
	0,6
	0,1
	100

	3
	0
	0,1
	0,2
	400


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	3,4
	2,4
	1,8
	15

	Сырье B
	0,2
	0,6
	1,6
	12

	Топливо
	2,0
	1,8
	2,2
	2

	Трудоемкость
	20
	20
	30
	1,2


Вариант 14.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,5
	0,2
	0,1
	200

	2
	0,4
	0,5
	0,1
	200

	3
	0
	0,1
	0,2
	400


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	1,7
	1,4
	0,8
	5

	Сырье B
	1,0
	1,6
	1,6
	12

	Топливо
	2,0
	1,8
	3,2
	12

	Трудоемкость
	40
	20
	30
	1,3


Вариант 15.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,9
	0,1
	0
	400

	2
	0,2
	0
	0,1
	100

	3
	0,3
	0,1
	0,2
	400


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	2,2
	1,7
	1,0
	9

	Сырье B
	1,3
	1,6
	1,0
	13

	Топливо
	2,1
	2,8
	2,4
	3

	Трудоемкость
	16
	21
	32
	1,3


Вариант 16.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,1
	0,2
	0
	400

	2
	0,3
	0
	0,1
	200

	3
	0,2
	0,4
	0,2
	200


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	2,4
	2,2
	1,8
	4

	Сырье B
	1,2
	0
	2,6
	10

	Топливо
	3,0
	2,8
	3,2
	5

	Трудоемкость
	20
	10
	26
	2,2


Вариант 17.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,2
	0,2
	0
	500

	2
	0,2
	0,7
	0,1
	200

	3
	0
	0,3
	0,2
	100


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	2,4
	1,4
	0,6
	7

	Сырье B
	1,0
	0,6
	2,6
	14

	Топливо
	1,0
	1,3
	2,0
	5

	Трудоемкость
	14
	24
	26
	1,5


Вариант 18.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,3
	0,2
	0
	400

	2
	0,5
	0
	0,5
	400

	3
	0
	0,4
	0,2
	200


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	1,8
	0,4
	0,8
	7

	Сырье B
	2,0
	1,6
	0,6
	15

	Топливо
	1,2
	1,9
	1,2
	3

	Трудоемкость
	15
	22
	18
	2,2


Вариант 19.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0,6
	0,2
	0
	200

	2
	0,2
	0,7
	0,1
	500

	3
	0
	0,2
	0,2
	100


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	1,6
	2,6
	1,2
	8

	Сырье B
	0,6
	0
	1,8
	14

	Топливо
	2,2
	2,4
	2,4
	4

	Трудоемкость
	12
	22
	31
	1,4


Вариант 20.

	Отрасли
	Прямые затраты аik
	Конечный продукт

	
	1
	2
	3
	

	1
	0
	0,2
	0,2
	200

	2
	0,3
	0
	0,1
	300

	3
	0,7
	0,1
	0,2
	400


	
	Прямые затраты аik
	Стоимость, у.е.

	
	1
	2
	3
	

	Сырье A
	1,5
	2,5
	0,9
	6

	Сырье B
	0,5
	0,2
	1,5
	10

	Топливо
	1,2
	1,4
	2,5
	2,5

	Трудоемкость
	12
	25
	20
	1,5
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