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ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 
 

1. Определители второго и третьего порядков и системы 
линейных уравнений с двумя и тремя неизвестными 
 
1.1 Определители второго порядка и системы линейных 
уравнений 

 
Определитель второго порядка, соответствующий таблице 

элементов 
22

11

ba

ba
, определяется равенством: 

1221
22

11 baba
ba

ba
−=  

Система двух линейных уравнений с двумя неизвестными 





=+
=+

222

111

cybxa

cybxa
 

если ее определитель 0
ba

ba

22

11 ≠=∆ , имеет единственное 

решение, которое находится по формулам Крамера: 

22

11

22

11

x

ba

ba

bc

bc

x =
∆

∆= ; 

22

11

22

11

y

ba

ba

ca

ca

y =
∆

∆
=  

Если определитель 0=∆ , то система является либо 
несовместной, когда 0x ≠∆  и 0y ≠∆ , либо неопределенной, если 

0yx =∆=∆ . В последнем случае система сводится к одному 

уравнению (например, первому), второе же уравнение является 
следствием первого.  

Линейное уравнение называется однородным, если 
свободный член этого уравнения равен нулю. Рассмотрим 
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систему двух линейных однородных уравнений с тремя 
неизвестными: 





=++
=++

0zcybxa

0zcybxa

222

111  

Если 212121 ccbbaa == , то система сводится к одному 
уравнению (например, первому), из которых одно из неизвестных 
выражается через два других, значения которых являются 
произвольными. 
Если условие 212121 ccbbaa ==  не выполнено, то решение 
системы находится по формулам: 

t
cb

cb
x

22

11 ⋅= ; t
ca

ca
y

22

11 ⋅−= ; t
ba

ba
z

22

11 ⋅= , 

где t – любое действительное число. 
Решить систему уравнений: 

1) 




=+
=−

6y11x

1y3x5
 

( ) 5831115
111

35
=−⋅−⋅=

−
=∆ , ( ) 2936111

116

31
x =−⋅−⋅=

−
=∆ , 

291165
61

15
y =⋅−⋅==∆  

2

1

58

29
x x ==

∆
∆= ; 

2

1

58

29
y

y ==
∆

∆
=  

Ответ: 








2

1
;

2

1
 

2) 








=+

=+

3

1
y2x4

5

1
yx2
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01422
24

12
=⋅−⋅==∆ , 0

15

1

3

1

5

2
1

3

1
2

5

1

2
3

1

1
5

1

x ≠=−=⋅−⋅==∆ , 

0
15

2

5

4

3

2

5

1
4

3

1
2

3

1
4

5

1
2

y ≠−=−=⋅−⋅==∆  

0=∆ ; 0x ≠∆ ; 0y ≠∆ . 

Ответ: Система не имеет решений. 
 

3) 








=+

=+

2

1
y6x9

6

1
y2x3

 

02963
69

23
=⋅−⋅==∆ , 0112

2

1
6

6

1

6
2

1

2
6

1

x =−=⋅−⋅==∆ , 

0
2

3

2

3

6

1
9

2

1
3

2

1
9

6

1
3

y =−=⋅−⋅==∆  

Система имеет бесконечно много решений. 
Из двух уравнений выберем одно (например, первое). Тогда: 

6

1
y2x3 =+ ; y2

6

1
x3 −= ; y

3

2

18

1
x −=  

Ответ: 






 ∈







 − Ry,y;y
3

2

18

1
 

4) 




=+−
=+−

0z2y5x3

0zy2x
 



 

7 

( )( ) tt1522t
25

12
x =⋅⋅−−⋅−=⋅

−
−

=  

( ) tt1321t
23

11
y =⋅⋅−⋅−=⋅−=  

( ) ( )( ) tt2351t
53

21
z =⋅−⋅−−⋅=⋅

−
−

=  

Ответ: { } Rt,t,t,t ∈  
 
1.2 Определители третьего порядка и системы линейных 
уравнений 

 
Определитель третьего порядка, соответствующий таблице 

элементов 

333

222

111

cba

cba

cba

 

определяется равенством: 

33

22
1

33

22
1

33

22
1

333

222

111

ba

ba
c

ca

ca
b

cb

cb
a

cba

cba

cba

+−=  

Минором данного элемента определителя третьего порядка 
называется определитель второго порядка, который получится, 
если в исходном определителе вычеркнуть строку и столбец, 
содержащие данный элемент. Алгебраическим дополнением 

данного элемента называется его минор, умноженный на ( )k1− , 
где k – сумма номеров строки и столбца, содержащие данный 
элемент. Таким образом, знак, который при этом приписывается 
минору соответствующего элемента определителя, определяется 
следующей таблицей: 
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+−+
−+−
+−+

 

В приведенном определителе в правой части стоит сумма 
произведений элементов первой строки определителя на их 
алгебраические дополнения. 

Теорема 1. Определитель третьего порядка равен сумме 
произведений элементов любой его строки или столбца на их 
алгебраические дополнения. 

Теорема 2. Сумма произведений элементов какой-либо 
строки (столбца) определителя на алгебраические дополнения 
элементов другой строки (столбца) равна нулю. 

Свойства определителей: 
1. Определитель не изменится, если строки 

определителя заменить столбцами, а столбцы – 
соответствующими строками. 

2. Общий множитель элементов какой-либо строки (или 
столбца) можно вынести за знак определителя. 

3. Если элементы одной строки (столбца) определителя 
соответственно равны элементам другой строки 
(столбца), то определитель равен нулю. 

4. При перестановке двух строк (столбцов) 
определитель меняет знак на противоположный. 

5. Определитель не изменится, если к элементам одной 
строки (столбца) прибавить соответственные 
элементы другой строки (столбца), умноженные на 
одно и то же число. 

Решение системы трех линейных уравнений с тремя 
неизвестными: 









=++
=++
=++

3333

2222

1111

dzcybxa

dzcybxa

dzcybxa

 

находится по формулам Крамера: 



 

9 

333

222

111

cba

cba

cba

=∆ ; 

333

222

111

x

cbd

cbd

cbd

=∆ ; 

333

222

111

y

cda

cda

cda

=∆ ; 

333

222

111

z

dba

dba

dba

=∆  

∆
∆= xx ; 

∆
∆

= y
y ; 

∆
∆= zz , если 0≠∆ . 

Если 0zyx =∆=∆=∆=∆ , то система имеет бесконечно много 

решений. Если 0=∆ , а 0x ≠∆  или 0y ≠∆ , или 0z ≠∆ , то 

система не совместна. 
Если система однородная, т.е. имеет вид: 









=++
=++
=++

0zcybxa

0zcybxa

0zcybxa

333

222

111

 

и ее определитель отличен от нуля, то она имеет единственное 
решение: 0zyx === . 
Если же определитель однородной системы равен нулю, то 
система сводится либо к двум независимым уравнениям (третье 
является следствием), либо к одному уравнению (остальные два 
являются следствиями). 

В обоих случаях однородная система имеет бесконечное 
множество решений. 

Примеры: 
1) Вычислить определитель третьего порядка: 

637

421

235

−  

Разложив определитель по элементам первой строки, получим: 
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( )

( )( ) ( )( ) 682731247613

43625
37

21
2

67

41
3

63

42
5

637

421

235

=⋅−⋅−⋅+⋅−⋅−⋅−

−⋅−⋅⋅=
−

⋅+
−

⋅−⋅=−
 

2) Решить систему уравнений: 









=−+
=++
=++

4z2y3x4

10zy2x3

8zy2x

 

Находим определители: 

14

234

123

121

=
−

=∆ ; 14

234

1210

128

x =
−

=∆ ; 28

244

1103

181

y =
−

=∆ ; 

42

434

1023

821

z ==∆  

Тогда: 1x x =
∆

∆= ; 2y
y =

∆
∆

= ; 3z z =
∆

∆= . 

Непосредственной подстановкой найденного решения в каждое 
из уравнений системы убеждаемся в правильности ответа. 
Ответ: x=1; y=2; z=3. 
 

3) Решить систему линейных однородных уравнений: 









=++
=++
=++

0z2yx

0zy3x

0zyx4

 

Находим определитель системы: 
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( ) ( ) ( ) 017311111121111234

211

131

114

≠=⋅−⋅⋅+⋅−⋅⋅−⋅−⋅⋅==∆  

Так как 0≠∆ , то система имеет только нулевое решение: 
0zyx === . 

 
4) Решить систему уравнений: 









=++
=++
=−+

0z2yx

0z9y2x

0zy2x3

 

Находим определитель системы: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0211119121291223

211

921

123

=⋅−⋅⋅−+⋅−⋅⋅−⋅−⋅⋅=
−

=∆  

Система имеет решения, отличные от нулевого. Решаем систему 
первых двух уравнений (третье уравнение является их 
следствием).  





=++
=−+

0z9y2x

0zy2x3
 

t20t
92

12
x =⋅

−
= ; t28t

91

13
y −=⋅

−
−= ; t4t

21

23
z =⋅=  

Ответ: x=20t, y=-28t, z=4t, где t – любое действительное число. 
 
2. Матрицы. Решение систем уравнений с помощью матриц 
 

Матрицей называют прямоугольную таблицу чисел: 





















=

mn2m1m

n22221

n11211

a...aa

............

a...aa

a...aa

A  
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Если m=n, то матрица называется квадратной, а число m, равное 
n, - ее порядком. В общем же случае матрица называется 
прямоугольной  (с размерами m×n). Числа, составляющие 
матрицу, называются ее элементами. При двухиндексном 
обозначении элементов первый индекс указывает номер строки, а 
второй индекс – номер столбца, на пересечении которых стоит 
данный элемент.  

Квадратная матрица A называется невырожденной (не 
особой), если ее определитель ( ) 0A ≠∆ . Если же ( ) 0A =∆ , то 
матрица называется вырожденной (особой).  

Матрицы 








2221

1211

aa

aa
 и 

















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 называются 

квадратными матрицами соответственно второго и третьего 
порядков. Если элементы квадратной матрицы удовлетворяют 
условию amn=anm, то матрица называется симметричной. 

Две матрицы: 

















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  и 
















=

333231

232221

131211

bbb

bbb

bbb

B  

считаются равными (A=B) тогда и только тогда, когда равны их 
соответствующие элементы, т.е., когда amn=bmn (n, m = 1, 2, 3). 

Суммой матриц  A и B называется матрица, определяемая 
равенством: 

















+++
+++
+++

=
















+
















333332323131

232322222121

131312121111

333231

232221

131211

333231

232221

131211

bababa

bababa

bababa

bbb

bbb

bbb

aaa

aaa

aaa

 
Произведением числа m на матрицу A называется матрица, 
определяемая равенством: 
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















=
















⋅

333231

232221

131211

333231

232221

131211

mamama

mamama

mamama

aaa

aaa

aaa

m  

Произведение двух матриц A и B обозначается как AB и 
определяется равенством: 





























=
















⋅
















∑∑∑

∑∑∑

∑∑∑

===

===

===

3

1j
3jj3

3

1j
2jj3

3

1j
1jj3

3

1j
3jj2

3

1j
2jj2

3

1j
1jj2

3

1j
3jj1

3

1j
2jj1

3

1j
1jj1

333231

232221

131211

333231

232221

131211

bababa

bababa

bababa

bbb

bbb

bbb

aaa

aaa

aaa

 
т.е. элемент матрицы произведения, стоящий в i-ой строке и k-ом 
столбце, равен сумме произведений соответствующих элементов 
i-ой строки матрицы A и k-ого столбца матрицы B. В общем 
случае переместительный закон не выполняется, т.е.:  

ABBA ⋅≠⋅  
Нулевой матрицей называется матрица, все элементы которой 
равны нулю: 

0

000

000

000

=
















 

 
Сумма этой матрицы и любой матрицы A дает матрицу A. 

A+0=A 
Единичной матрицей называется матрица: 

















=
100

010

001

E  
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При умножении этой матрицы слева или справа на матрицу A 
получается матрица A: 

AE=EA=A 
Матрица B называется обратной по отношению к матрице A, 
если произведение AB и BA равны единичной матрице: 
AB=BA=E. Для матицы, обратной по отношению к матрице A, 
принято обозначение: A-1. Таким образом: 

AA -1=A-1A=E 
Всякая невырожденная квадратная матрица A имеет обратную 
матрицу. Обратная матрица находится по формуле: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
















∆∆∆
∆∆∆
∆∆∆

=−

AAAAAA

AAAAAA

AAAAAA

A

332313

322212

312111
1 , 

где Amn – алгебраическое дополнение элементов определителя 
матрицы, т.е. произведение минора второго порядка, полученного 
вычеркиванием m-ой строки и n-ого столбца в определителе 

матрицы A, на ( ) nm1 +− . 
Матрицей столбцом называется матрица: 

















=

3

2

1

x

x

x

X  

Произведение AX определяется равенством: 

















++
++
++

=
















⋅
















=

333232131

323222121

313212111

3

2

1

333231

232221

131211

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

x

x

x

aaa

aaa

aaa

AX  

Система уравнений: 









=++
=++
=++

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

 

может быть записана в виде матричного уравнения: 
BXA =⋅ , 
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где 
















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A , 
















=

3

2

1

x

x

x

X , 
















=

3

2

1

b

b

b

B . 

Решение последнего уравнения, а, следовательно, и исходной 
системы имеет вид: 

( )( )0ABAX 1 ≠∆⋅= −  

Характеристическим уравнением матрицы 
















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  

называется уравнение вида: 

0

aaa

aaa

aaa

333231

232221

131211

=
λ−

λ−
λ−

 

Корни этого уравнения λ1, λ2, λ3 называются 
характеристическими числами матрицы. Они всегда 
действительны, если исходная матрица является симметричной. 

Система уравнений: 
( )

( )
( )








=ξλ−+ξ+ξ
=ξ+ξλ−+ξ
=ξ+ξ+ξλ−

0aaa

0aaa

0aaa

333232131

323222121

313212111

 

в которой λ принимает одной из значений λ1, λ2, λ3 и 
определитель которой в силу этого равен 0, определяет тройку 
чисел ( )321 ,, ξξξ  соответствующую данному 

характеристическому числу. Эта совокупность чисел ( )321 ,, ξξξ  

с точностью до постоянного множителя определяет ненулевой 

вектор kjir 321
rrrr

ξ+ξ+ξ=  называемый собственным вектором.  

 
Примеры решения задач 
 

1) Найти произведение матриц AB и BA. 
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















=
321

402

131

A  
















−=
123

211

012

B  

( )
( )
( )

















=

=
















⋅+⋅+⋅⋅+−⋅+⋅⋅+⋅+⋅
⋅+⋅+⋅⋅+−⋅+⋅⋅+⋅+⋅
⋅+⋅+⋅⋅+−⋅+⋅⋅+⋅+⋅

=⋅

7513

41016

708

132201231211331221

142002241012341022

112301211311311321

BA

 

( ) ( ) ( )

















=

=
















⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅
⋅+⋅−+⋅⋅+⋅−+⋅⋅+⋅−+⋅

⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅
=⋅

14118

371

664

314213210233112213

324111220131122111

30411220013210211 2

AB

 
 

2) Дана матрица 
















=
435

131

223

A . Найти обратную матрицу. 

Вычисляем определитель матрицы A: 

( ) 524227
35

31
2

45

11
2

43

13
3

435

131

223

A =−+=⋅+⋅−⋅==∆  

Находим алгебраические дополнения элементов определителя. 

 9
43

13
A11 == ; 2

43

22
A21 −=−= ; 4

13

22
A31 −== ; 
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 1
45

11
A12 =−= ; 2

45

23
A 22 == ;

 1
11

23
A32 −=−= ; 

 12
35

31
A13 −== ; 1

35

23
A23 =−= ; 7

31

23
A33 == . 

Следовательно: 
















−
−
−−

=−

5751512

515251

545259

A 1 . 

 
3) Решить систему уравнений, представив ее в виде 

матричного уравнения. 









=++
=−+
=++

16zy4x3

14z3y2x

9z2y3x2

 

Перепишем систему в виде: BXA =⋅ , где: 

















−=
143

321

232

A ; 
















=
z

y

x

X ; 
















=
16

14

9

B . 

Решение матричного уравнения имеет вид: 

BAX 1 ⋅= −  
Найдем A-1. Имеем: 

( ) 643028
43

21
2

13

31
3

14

32
2

143

321

232

A −=−−=⋅+
−

⋅−
−

⋅=−=∆

 
Вычислим алгебраические дополнения этого определителя: 

 14
14

32
A11 =

−
−

= ; 5
14

23
A 21 =−= ; 13

32

23
A31 −=

−
= ; 
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 10
13

31
A12 −=

−
−= ; 4

13

22
A22 −== ; 

8
31

22
A32 =

−
−= ; 

 2
43

21
A13 −== ; 1

43

32
A 23 =−= ; 1

21

32
A33 == . 

















−
−−

−
⋅−=−

112

8410

13514

6

1
A 1  

Откуда: 
( )

( ) ( )
( )

















−
=

















−
−

⋅−=

=
















⋅+⋅+⋅−
⋅+⋅−+⋅−

⋅−+⋅+⋅
⋅−=

















⋅
















−
−−

−
⋅−=

2

3

2

12

18

12

6

1

16114192

168144910

1613145914

6

1

16

14

9

112

8410

13514

6

1
X

 

Следовательно: x=2, y=3, z=-2. 
 

4) Дана матрица 








34

25
. Найти ее характеристические числа 

и собственные векторы. 
 
Составляем характеристическое уравнение: 

0
34

25
=

λ−
λ−

 

( )( ) 0835 =−λ−λ−  
или 

0782 =+λ−λ  
Характеристические числа: λ1=1 и λ2=7. 
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Собственный вектор, соответствующий первому 
характеристическому числу, находим из системы уравнений: 

( )
( )




=λ−+
=+λ−

0y3y4

0y2y5

211

211  

Так как λ1=1, то y1 и y2 связаны зависимостью 0yy2 21 =+ . 

Полагая α=1y  ( 0≠α  - произвольное число), получаем 

α−= 2y2  и собственный вектор, соответствующий 

характеристическому числу λ1=1, есть j2ir1
rrr α−α= . 

Найдем второй собственный вектор. Имеем: 
( )

( )



=′λ−+′
=′+′λ−

0y3y4

0y2y5

221

212  

Подставив значение λ2=7, приходим к соотношению 0yy 21 =′−′ , 

т.е. 0yy 21 ≠β=′=′ . Собственный вектор, соответствующий 

второму характеристическому числу имеет вид: jir2
rrr β+β= . 

 
3. Решение системы уравнений методом Гаусса 
 

Численное решение линейных алгебраических уравнений с 
помощью определителей удобно производить для системы из 2 
или 3 уравнений. В случае систем большего числа уравнений 
удобнее пользоваться методом Гаусса, который заключается в 
последовательном исключении неизвестных. Поясним смысл 
этого метода на системе четырех уравнений с четырьмя 
неизвестными. 













=+++
=+++
=+++

=+++

)г(atazayaxa

)в(atazayaxa

)б(atazayaxa

)а(atazayaxa

4544434241

3534333231

2524232221

1514131211
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Допустим, что 0a11 ≠  (если 0a11 = , то изменим порядок 
уравнений, выбрав первым такое уравнение, в котором 
коэффициент при x не равен нулю. 
1 шаг: делим уравнение (а) на (a11), умножаем полученное 
уравнение на a21 и вычитаем из (б), затем умножаем на a31 и 
вычитаем из (в), наконец, умножаем на a41 и вычитаем из (г). В 
результате приходим к системе: 













=++
=++
=++

=+++

)з(btbzbyb

)ж(btbzbyb

)е(btbzbyb

)д(btbzbybx

45444342

35343332

25242322

15141312

 

причем bij получаются из aij по следующим формулам: 

1i
11

j1
ijij a

a

a
ab −=  (i=2, 3, 4; j=2, 3, 4) 

2 шаг: поступаем с уравнениями (е), (ж) и (з) точно также, как с 
уравнениями (а), (б), (в), (г) и т.д. В результате этого получим 
систему: 













=
=+

=++
=+++

45

3534

252423

15141312

et

dtdz

ctczcy

btbzbybx

 

Из преобразованной системы все неизвестные определяются 
последовательно без труда. 
Пример: 
Решить систему уравнений методом Гаусса: 









−=+−
−=+−

−=++

2x4xx4

4x2xx2

1x2xx

321

321

321
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















−
−−−
−

















−−−
−−−
−

















−
−−
−

12600

2230

1211

~

2430

2230

1211

~

2414

4212

1211

 

Из последней строки находим x3=-2. Зная x3, из второй строки 
находим x2=2. Наконец, зная x2 и x3, из первой строки находим 
x1=1. 

 
ЭЛЕМЕНТЫ  ВЕКТОРНОЙ  АЛГЕБРЫ 

 
1. Скалярное произведение 

 
Определение. Скалярным произведением двух векторов a

r
 и 

b
r

 называется число, равное произведению длин этих векторов на 

косинус угла ϕ  между ними: ϕcosbaba
rrrv = . 

Свойства скалярного произведения. 

1. 2aaaaa
rrrrr ==⋅  или 22

aa
rr = . 

2. 0=ba
rr

, если 0=a
r

, или 0=b
r

, или ba
rr ⊥ . 

3. abba
rrrr = . 

4. ( ) cbcacba
rrrrrrr +=+ . 

5. ( ) ( ) ( )bababa
rrrrrr λλλ == . 

Скалярные произведения ортов осей координат 

1222 === kji
rrr

, 0=== kjkiji
rrrrrr

. 

Если kzjyixa
rrrr

111 ++= , а kzjyixb
rrrr

222 ++= , то 

212121 zzyyxxba ++=
rr

. 

Длина вектора 222 zyxa ++=r
. 
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Косинус угла между векторами { }111 ,, zyxa =r
 и 

{ }222 ,, zyxb =
r

 вычисляется по формуле 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
zyxzyx

zzyyxx

++++

++=ϕ . 

 
2. Векторное произведение 

 
Определение. Векторным произведением вектора a

r
 на 

вектор b
r

 называется третий вектор baс
rrr ×= , определяемый 

следующим образом: 
1) модуль вектора c

r
 равен площади параллелограмма, 

построенного на векторах a
r
и b

r
, т.е. ϕsinbac

rrr = . 

2) ac
rr ⊥ , bc

rr ⊥ . 

3) векторы cba
rrr

,,  после приведения к общему началу 
образуют правую тройку векторов. 

Свойства векторного произведения. 

1. abba
rrrr ×−=× . 

2. 0
vrr =×ba , если 0=a

r
, или 0=b

r
, или ba

rr
|| . 

3. ( ) cbcacba
rrrrrrr ×+×=×+ . 

4. ( ) ( ) ( )bababa
rrrrrr ×=×=× λλλ . 

5. 0
rrrrrrr

=×=×=× kkjjii , kijji
rrrrr

=×−=× , 

ijkkj
rrrrr

=×−=× , jkiik
rrrrr

=×−=× . 

6. Если { }111 ,, zyxa =r
 и { }222 ,, zyxb =

r
, то  

222

111

zyx

zyx

kji

ba

rrr

rr =× . 
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3. Смешанное произведение 
 

Определение. Смешанным произведением векторов a
r

, b
r

 и 

c
v

 называется число ( )cbacba
rrrvvr ×= , абсолютная величина 

которого равна объёму параллелепипеда, построенного на этих 
векторах. 

Свойства смешанного произведения. 
1. Смешанное произведение трёх векторов равно нулю, если 

выполнено хотя бы одно из трёх условий: 
а) хотя бы один из перемножаемых векторов является 

нулевым; 
б) два из перемножаемых векторов имеют параллельные 

направления коллинеарны; 
в) три ненулевых вектора параллельны одной и той же 

плоскости (компланарность). 
2. При перестановке местами любых два сомножителя 

произведение изменяет знак. 

3. Если { }111 ,, zyxa =r
, { }222 ,, zyxb =
r

  и { }333 ,, zyxc =r
, то 

333

222

111

zyx

zyx

zyx

cba =rrr
. 

 
                                                                                                     

АНАЛИТИЧЕСКАЯ  ГЕОМЕТРИЯ  НА  ПЛОСКОСТИ 
 

1. Координаты на прямой. Деление отрезка в данном 
отношении. 

 
Расстояние d  между точками ( )11 xM  и ( )22 xM  числовой 

оси при любом расположении точек на этой оси определяется 
формулой: 12 xxd −= . 
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Если точки A  и B  лежат на числовой оси Ox , то 
координата точки ( )xC , делящей отрезок между точками ( )1xA  и 

( )2xB  в отношении 
CB

AC
=λ  определяется по формуле: 

λ
λ

+
⋅+=

1
21 xx

x . 

 
2. Прямоугольные координаты на плоскости. Простейшие 
задачи. 

 
Расстояние d  между точками ( )111 , yxM  и ( )222 , yxM  

числовой оси при любом расположении точек на этой оси 

определяется формулой: ( ) ( )2
12

2
12 yyxxd −+−= . 

 Координаты точки ( )yxC , , делящей отрезок между 

точками ( )11, yxA  и ( )22 , yxB  в отношении 
CB

AC
=λ  

определяются по формуле: 
λ

λ
+

⋅+=
1

21 xx
x , 

λ
λ

+
⋅+

=
1

21 yy
y . 

 В частности, если 1=λ , получаются формулы для 

координат середины отрезка: 
2

21 xx
x

+= , 
2

21 yy
y

+= . 

 Площадь треугольника с вершинами ( )11, yxA , ( )22 , yxB  и 

( )33, yxС  определяется по формуле: 

( ) ( ) ( )2131323212

1
yyxyyxyyxS −+−+−= . 

Задача 1. Треугольник задан на плоскости вершинами: 
( )6;3−A , ( )6;2 −−B  и ( )6;6C . Найти длины медианы, высоты, 

биссектрисы из вершины B. Найти косинус угла B. 
 
Решение. Найдём середину M  стороны AC , 

расположенной напротив вершины B .  Так как 
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1: == MCAMλ , то 5,4
2

63

2
=+=

+
= CA

M

xx
x ,  

0
2

66

2
=+−=

+
= CA

M

yy
y . Тогда для ( )0;5,4M  и ( )6;2 −−B  

получим ( ) ( ) 84,86025,4 22 =+++=BM ед. 

Найдём площадь треугольника ABC . 

( ) ( ) ( ) =+−++−−−= 666662663
2

1
S 30 кв ед.  

Найдём сторону ( ) ( ) 1536636 22 =++−=AC  ед.  

Площадь треугольника  ABC  можно найти по формуле 

ChACS
2

1= . Тогда 85,4
153

3022 =⋅==
AC

S
hC  ед. 

Для нахождения длины биссектрисы данного угла 
треугольника воспользуемся тем, что она делит 
противоположную сторону треугольника на части 
пропорциональные сторонам треугольника, образующим этот 
угол, т.е. в нашем случае, если K  - точка пересечения 

биссектрисы угла B  со стороной AC , то λ==
CK

AK

BC

BA
. 

Находим ( ) ( ) 56623 22 =+−++=BA  и  

( ) ( ) 2086626 22 =+++=BC . Далее, 35,0
208

5 ≈=λ . 

Поэтому 77,3
35,1

635,03

1
≈⋅+=

+
+

=
λ
λ CA

K

xx
x ,  

91,2
35,1

635,06

1
−≈⋅+−=

+
+

=
λ
λ CA

K

yy
y . 

Итак, ( )6;2 −−B  и ( )91,2;77,3 −K , т.е.  

( ) ( ) 55,6691,2277,3 22 ≈+−++=BK  ед. 
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Для нахождения косинуса угла B  найдём координаты 

векторов, выходящих из вершины B .  { } { }0;566;23 =+−+=BA , 

{ } { }12;866;26 =++=BC . 

55,0
208

8

2085

12085
cos ≈=

⋅
⋅+⋅=⋅=

BCBA

BCBA
B . 

Ответ: медиана 94,8≈Bm , высота 85,4≈Bh , биссектриса 

55,6≈Bb , 55,0cos ≈B .  
 
3. Прямая на плоскости 

 
0=++ CByAx , причём 022 ≠+ BA , - общее уравнение 

прямой, где A , B , C  - постоянные коэффициенты. 
bkxy +=  - уравнение прямой с угловым коэффициентом, 

где 
B

A
k −= , 

B

C
b −=  при 0≠B . 

1=+
b

y

a

x
 - уравнение прямой в отрезках. 

21

12

1 kk

kk
tg

+
−=α  - острый угол между двумя прямыми 

11 bxky +=  и 22 bxky += . 

21 kk =  - условие параллельности прямых. 

121 −=kk  - условие перпендикулярности прямых. 

( )11 xxkyy −=−  - уравнение прямой с угловым 

коэффициентом k , проходящей через точку ( )11, yxM . 

12

1

12

1

xx

xx

yy

yy

−
−

=
−
−

 - уравнение прямой, проходящей через две 

различные точки ( )111 , yxM  и ( )222 , yxM . 
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xy a

xx

a

yy 11 −
=

−
 - уравнение прямой, проходящей через 

точку ( )111 , yxM  параллельно ненулевому вектору { }yx aaa ;=r
. 

Пример типовой задачи. Даны вершины треугольника 
ABC : ( )3;4A , ( )3;3−−B , ( )7;2C . Найти: а) уравнение стороны 
AB ; б) уравнение высоты CH ; в) уравнение медианы AM ; в) 
точку N  пересечения  медианы AM  и высоты CH ; д) уравнение 
прямой, проходящей через вершину C  параллельно стороне AB . 

Решение. а) Напишем уравнение стороны AB : 

AB

A

AB

A

xx

xx

yy

yy

−
−=

−
−

, или 
43

4

33

3

−−
−=

−−
− xy

, откуда 
7

4

6

3

−
−=

−
− xy

, или 

( ) ( )3746 −=− yx , или 
7

3

7

6 −= xy .  

б) Используем условие перпендикулярности высоты CH , 
выходящей из точки ( ) ( )7;2, 00 CyxС =  на сторону AB . Так как 

7

6=ABk , то из 1−=CHAB kk  следует, что 
6

7−=CHk . Из формулы 

( )00 xxkyy −=−  получим ( )2
6

7
7 −−=− xy , или 

05667 =−+ yx . 
в) По известным формулам находим координаты середины 

M  отрезка BC : ( ) 2/12/23 −=+−=x , 22/)73( =+−=y . По 
двум известным точкам A  и M  составляем уравнение медианы 

AM : 
32

3

42/1

4

−
−=

−−
− yx

 или 01992 =+− yx . 

г) Для нахождения координат точки N  пересечения AM  и 

CH  составляем систему уравнений 




=+−
=−+

01992

05667

yx

yx
. Решая её, 

получаем  ( )15/49;5/26N . 
д) Так как прямая, проходящая через вершину С   

параллельна стороне AB , то их угловые коэффициенты равны 
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7

6== ABkk . Из формулы  получим ( )00 xxkyy −=−  для точки 

( ) ( )7;2, 00 CyxС =  получаем ( )2
7

6
7 −=− xy , или 03776 =+− yx . 

 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ  ГЕОМЕТРИЯ  В  ПРОСТРАНСТВЕ 

 
1. Плоскость 

 
1) Общее уравнение плоскости 0=+++ DCzByAx , если 

0222 ≠++ CBA . 

2) Уравнение плоскости в отрезках 1=++
z

c

b

y

a

x
. 

3) Угол между плоскостями 01111 =+++ DzCyBxA  и 

02222 =+++ DzCyBxA  определяется по формуле 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
CBACBA

CCBBAA

++++

++=ϕ . 

4) Условие параллельности плоскостей 
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A == . 

5) Условие перпендикулярности плоскостей 
0212121 =++ CCBBAA . 

6) Уравнение плоскости, проходящей через точку 

( )0000 ,, zyxM  и перпендикулярной вектору kCjBiAn
rrrr ++=  

имеет вид ( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzCyyBxxA . 

7) Уравнение плоскости, проходящей через три данные 
точки ( )1111 ,, zyxM , ( )2222 ,, zyxM , ( )3333 ,, zyxM  определяется по 

формуле 0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

. 
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2. Прямая в пространстве 
 

1) Прямая может быть задана как линия пересечения двух 

плоскостей: 




=+++
=+++

0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
. 

3) Уравнение прямой, проходящей через две точки 
( )1111 ,, zyxM  и ( )2222 ,, zyxM  имеет вид: 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−
−=

−
−=

−
−

. 

4) Канонические уравнения 
n

zz

m

yy

l

xx 111 −=−=−
 

определяют прямую, проходящую через точку ( )1111 ,, zyxM  и 

параллельную вектору knjmils
rrrr ++= . В частности, эти 

уравнения могут быть записаны в виде: 
γβα coscoscos
111 zzyyxx −=−=−

, 

где γβα ,,  - углы, образованные прямой с осями координат; 
направляющие косинусы прямой находятся по формулам: 

222
cos

nml

l

++
=α , 

222
cos

nml

m

++
=β  и 

222
cos

nml

n

++
=γ . 

5) От канонических уравнений прямой, вводя параметр t , 

нетрудно перейти к параметрическим уравнениям: 








+=
+=
+=

1

1

1

zntz

ymty

xltx

. 
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6) Угол между прямыми, заданными каноническими 

уравнениями 
1

1

1

1

1

1

n

zz

m

yy

l

xx −=−=−
 и 

2

2

2

2

2

2

n

zz

m

yy

l

xx −=−=−
 

определяется по формуле 
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
nmlnml

nnmmll

++++

++=ϕ . 

Условие параллельности двух прямых: 
2

1

2

1

2

1

n

n

m

m

l

l == . 

Условие перпендикулярности прямых: 0212121 =++ nnmmll . 

8) Угол между прямой 
n

zz

m

yy

l

xx 111 −=−=−
 и плоскостью 

0=+++ DCzByAx  определяется как 

222222
sin

nmlCBA

CnBmAl

++++

++
=ϕ . 

Условие параллельности прямой и плоскости: 
0=++ CnBmAl . 

Условие перпендикулярности прямой и плоскости: 

n

C

m

B

l

A == . 

 
Задача 2. Даны координаты вершин пирамиды ( )4;1;31A , 

( )1;6;12 −A , ( )6;1;13 −A , ( )1;4;04 −A . Найти: 

1) длину ребра 21AA ; 

2) угол между рёбрами 21AA  и 41AA ; 

3) угол между ребром 41AA  и гранью 321 AAA ; 

4) площадь грани 321 AAA ; 

5) объём пирамиды; 
6) уравнение прямой 21AA ; 

7) уравнение плоскости 321 AAA ; 
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8) уравнение высоты, опущенной из вершины 4A  на 

грань 321 AAA ; 

 
Решение. 
1) Длину ребра 21AA  найдем по формуле 

( ) ( ) ( )2
12

2
12

2
1221 zzyyxxAA −+−+−= . 

( ) ( ) ( ) 255092516411631 222
21 ==++=−+−+−−=AA

. 
2) Угол между рёбрами 21AA  и 41AA  найдём по формуле 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
nmlnml

nnmmll

++++

++=ϕ . 

Напишем уравнения сторон 21AA  и 41AA  по формуле 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−
−=

−
−=

−
−

. Для прямой 21AA : 
41

4

16

1

31

3

−
−=

−
−=

−−
− zyx

 

или 
3

4

5

1

4

3

−
−=−=

−
− zyx

, т.е. 41 −=l , 51 =m , 31 −=n . 

Для 41AA : 
41

4

14

1

30

3

−−
−=

−
−=

−
− zyx

 или 
5

4

3

1

3

3

−
−=−=

−
− zyx

, т.е. 

32 −=l , 32 =m , 52 −=n . 
Подставим в формулу для вычисления  

( )( ) ( )( )
9058,0

865

42

4350

151812

259992516

533534
cos ≈=++=

++++
−−+⋅+−−ϕ

.  5250 ′≈ϕ . 

3) Угол между ребром 41AA  и гранью 321 AAA  найдём по 

формуле 
222222

sin
nmlCBA

CnBmAl

++++

++
=ϕ . 
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Уравнение 41AA  составлено в предыдущем пункте, оно 

имеет вид 
5

4

3

1

3

3

−
−=−=

−
− zyx

, откуда следует, что 3−=l , 3=m , 

5−=n . 

Напишем уравнение плоскости 321 AAA , проходящей через 

три точки: 0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

, 0

461131

411631

413

=
−−−−
−−−−
−−− zyx

, 

0

204

354

413

=
−

−−
−−− zyx

, ( ) ( )( ) ( ) 0204201310 =−+−−−− zyx , 

0802020203010 =−+−+− zyx , 0130202010 =−++ zyx , 
01322 =−++ zyx , откуда следует, что 1=A , 2=B , 2=C . 

Подставим в формулу для ϕsin  и получим 

( ) ( )
3559,0

4412599

523231
sin =

++++

−+⋅+−
=ϕ , 15200 ′=ϕ . 

4) Для того, чтобы найти площадь грани 321 AAA  найдём 

координаты векторов 21AA
r

 и 31AA
r

. 

( ) ( )3;5;441;16;3121 −−=−−−−AA
r

, 

( ) ( )2;0;446;11;3131 −=−−−−AA
r

. 

kji

kji

AAAA
rrr

rrr

rr
202010

204

3543121 ++=
−

−−=× . 

15
2

30
400400100

2

1

2

1
3121 ==++=×=∆ AAAAS ABC

rr
 кв.ед. 

5) Объём пирамиды 4321 AAAA  равен 4131216

1
AAAAAA
rrr

⋅⋅ . 
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70

535

204

354

413121 −=
−−

−
−−

=⋅⋅ AAAAAA
rrr

, 
3

35

6

70 ==пирV  куб. ед. 

6) Уравнение прямой 21AA  уже написано в п. 2) 

3

4

5

1

4

3

−
−=−=

−
− zyx

. 

7) Уравнение плоскости 321 AAA  написано в п. 3) 

01322 =−++ zyx . 

8) Уравнение высоты, опущенной из вершины 4A  на 

плоскость 01322 =−++ zyx , напишем в виде 

n

zz

m

yy

l

xx 444 −=−=−
, где ( ) ( )2;2;1;; nnmln

rr =  нормальный 

вектор плоскости 01322 =−++ zyx . Тогда уравнение высоты 

имеет вид 
2

1

2

4

1

+=−= zyx
. 

Ответ: 1) 2521 =AA ; 2) '5250
412 =∠ AAA ; 3) 

152032141
0, ′=








 ∧

AAAAA ; 4) 15
321

=∆ AAAS  кв. ед.; 5) 
3

35=пирV  

куб. ед.; 6) уравнение прямой 21AA  
3

4

5

1

4

3

−
−=−=

−
− zyx

; 7) 

уравнение плоскости 321 AAA  01322 =−++ zyx ; 8) уравнение 

высоты 
2

1

2

4

1

+=−= zyx
. 

 
КОМПЛЕКСНЫЕ  ЧИСЛА 

 
1. Алгебраическая форма комплексных чисел 

 
Комплексным числом z называется выражение iyxz +=    

где x и y – действительные числа,  i  – мнимая единица, 



 

34 

определяемая условием: 12 −=i . Число x  называется 
действительной частью комплексного числа z и обозначается: x = 
Rez, число y называется мнимой частью z  и обозначается: y = 
Imz. Запись iyxz +=  называется алгебраической формой 

комплексного числа. 
Два комплексных числа: 111 iyxz +=  и 222 iyxz +=  

называются равными, если равны их действительные части и 
мнимые части:   21 xx = , 21 yy = . 

Два комплексных числа называются сопряженными, если 
они отличаются только знаком перед мнимой частью:  iyxz +=  и            

iyxz −=  
Сложение и вычитание комплексных чисел выполняется 

по формулам:  
( ) ( ) ( ) ( )2121221121 yyixxiyxiyxzz ±+±=+±+=±  

Умножение комплексных чисел: 
( )( ) ( ) ( )12212121221121 yxyxiyyxxiyxiyxzz ++−=++=⋅ , где: 

12 −=i . 
Деление комплексных чисел производится по формуле: 

( )( ) ( ) ( )
2
2

2
2

21122121
2
2

2
2

2211
_

22

_

21

2

1

yx

yxyxyyxx

yx

iyxiyx

zz

zz

z

z

+
−++=

+
−+=

⋅

⋅= . 

Задача 1. Даны два комплексных числа iz −= 101  и   iz 252 +−= ; 

Найти: а) разность 12 zz − ; б) частное 
2

1

z

z
 

Решение: 
 а)  =+−+−=−−+−=− iiiizz 1025)10()25(12  

iii 315)2()105( +−=++−−=  



 

35 

б)  

=
−−−

++−−=
−−⋅+−

−−⋅−=
+−
−=

))2()5((

252050

)25()25(

)25()10(

)25(

)10(
22

2

2

1

i

iii

ii

ii

i

i

z

z

29

15

29

52

29

1552

425

)520()250(
2

ii

i

ii −−=−−=
−

+−+−−=  

Задача 2. 

Решить систему уравнений: 




+=⋅−+⋅−−
+−=⋅−+⋅−−

izizi

izizi

1812)82()66(

109)45()41(

21

21  

Решение: 

=−⋅++−⋅−−=
−−−
−−−

=∆ )45()66()82()41(
8266

4541
iiii

ii

ii

iiiiiii 62024302430243032882 +=++−+−+−−+−=  

=+⋅−−−⋅+−=
−+
−+−

=∆ )812()45()82()109(
82812

45109
1 iiii

ii

ii

iiiii 100303248406080207218 +−=−+−−+++−=  

=








−⋅+
−⋅−−=

+
−−=

+
+−=

∆
∆

=
)310()310(

)310()103(5

)310(2

)103(10

620

100301
1 ii

ii

i

i

i

i
z

i
iii

5
1009

)109(5

310

)30100930(5
22

=−−=
+

−−−−=  

=+−⋅+++⋅−−=
+−−
+−−−

=∆ )109()66()812()41(
81266

10941
2 iiii

ii

ii

iiiii 5094605460543248812 −−=−−+−+−−−=  

=
−⋅+

−⋅+−=
+
−−=

∆
∆

=
)310()310(2

)310()2547(2

620

50942
2 ii

ii

i

i
z

i
iii −−=+−=









+
++−−

5
109

)109545(

310

752501411470
22

 

Ответ: iz 51 =     iz −−= 52 . 
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2. Тригонометрическая форма комплексного числа 
 

В декартовой системе координат каждое комплексное 
число:  ibaz +=  изображается точкой ),( baM . Можно 

изображать число z  также и радиусом-вектором точки М: OM  
(смотри рисунок 1). 

 
Рисунок 1 – Графическое изображение комплексного числа 

Длина вектора rOM =  называется модулем комплексного 

числа z: rz = . Из рис. 1 следует, что 22 baz +=  

Угол, образованный вектором OM  с положительной 
полуосью OX называется аргументом числа z . Обозначается: 

ϕ=Argz  где ( )∞∞−∈ ,Argz . 
Условились в большинстве случаев выбирать главное 

(наименьшее по модулю) значение аргумента z : zarg=ϕ ,  где: 
ππ ≤<− zarg  или πϕ 20 <≤  

Тригонометрическая форма комплексного числа: 
( )ϕϕ sincos iziba +=+  

Действительно, из рис. 1 видно, что ϕcosra =  и  ϕsinrb = , 

следовательно, ( )ϕϕϕϕ sincossincos irirriba +=+=+ ; 

( )ϕϕ sincos izibaz +=+= , 

причем:   22 bar += ,  
a

b
tg =ϕ ,  

r

a=ϕcos ,   
r

b=ϕsin ,  zr = . 

Действия над комплексными числами в тригонометрической 
форме: 
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1) пусть даны два комплексных числа: ( )1111 sincos ϕϕ irz +=   

и  ( )2222 sinϕϕ iosrz += , произведение 21 zz ⋅  находится 

по формуле: ( ) ( )[ ]21212121 sincos ϕϕϕϕ +++=⋅ irrzz . 

2) Частное 
2

1

z

z
равно: ( ) ( )[ ]2121

2

1

2

1 sincos ϕϕϕϕ −+−= i
r

r

z

z
. 

3) Формула Муавра служит для возведения в степень 
комплексных чисел в тригонометрической форме: 

( )[ ] [ ]ϕϕϕϕ ninrirz nnn sincossincos +=+= . 
4) Извлечение корня из комплексного числа в 

тригонометрической форме производится по формуле: 

            ( ) 




 +++=+=
n

i
n

rirz nn
k

πκϕπκϕϕϕ 2
sin

2
cossincos  

где:  к=0,1,2,3,…..,(n-1),  т.е. в результате имеем n корней. 

Задача 3. Вычислить:  3 8−   

Решение: 0,88 =−=⇒−= yxz ; ( ) ,808 33 =+−=z     

0==
x

y
tgϕ  

т. к. 8−=z  находится в левой полуплоскости, то πϕ =  

( ) 






 +++=+=−
3

2
sin

3

2
cos8sincos88 333 πκππκπππ ii ;  к=0, 1, 

2. 
При к=0: 

31
3

sin
3

cos2
3

02
sin

3

02
cos283 iii +=







 +=






 ⋅++⋅+=− ππππππ

 
При к=1: 

( ) 2sincos2
3

2
sin

3

2
cos283 −=+=







 +++=− ππππππ
ii  
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При к=2: 

31
3

5
sin

3

5
cos2

3

4
sin

3

4
cos283 iii −=







 +=






 +++=− ππππππ
 

Ответ:  { };312;3183 −−+=− i  
Из теории функции действительного переменного 

известны формулы Эйлера:  
( )tite it sincos ±=± ,  (1) 

 где Rt ∈ , поэтому, зная, что iyxz += , имеем:  
iyxiyxz eeee ⋅== + ; 

 
( )yiyee xz sincos += ; (2) 

итак, формула (2) позволяет представить показательную 
функцию ze  в тригонометрической форме. 

Можно и наоборот, от тригонометрической формы 
комплексного числа перейти к показательной форме его: 

( )ϕϕ sincos irz += , но по формуле (1) :  ϕϕϕ iei =+ sincos , 
следовательно:  

ϕirez =     (3) 
показательная форма комплексного числа. 

Символ ϕie  обладает следующими свойствами: 
1) 12 =nie π , где n – целое число. 

2) ϕϕ ii ee −=   
3) ( )2121 ϕϕϕϕ −=⋅ iii eee  

4) ( )21

2

1
ϕϕ

ϕ

ϕ
−= i

i

i

e
e

e
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
 

1-10. Дана система линейных уравнений. Решить ее тремя 
способами: 

- с помощью формул Крамера 
- методом Гаусса 
- средствами матричного исчисления. 

1. 








=++
=++
=++

11x3xx2

14xx3x2

5xx2x3

321

321

321

  2. 








=−−
=−+

=+−

6x5x2x3

20x4x3x2

6x3x2x

321

321

321

 

3. 








=−+
=−+
=+−

18x2x6x5

4x3x5x2

9x2x3x4

321

321

321

  4. 








−=++
−=+−

−=++

2x4xx4

4x2xx2

1x2xx

321

321

321

 

5. 








=+−
=−+

=−−

11x4x2x3

11x2x4x3

4xxx2

321

321

321

  6. 








=++
−=−−
=++

0xx5x

4x3xx2

8x2x4x3

321

321

321

 

7. 








=−+
=−+

=−+

3x3xx4

2x6x3x8

1xxx

321

321

321

  8. 








−=−−
=++

−=−−

9x6x5x3

5xxx3

3x2x4x

321

321

321

 

9. 








−=++
−=+

=−

20x4x3x2

43x11x4

31x5x7

321

31

21

  10. 








=+−
=++
=++

9xxx3

20x2xx5

31x4x2x

321

321

321

 

 
11-20. Найти собственные числа и собственные векторы 
матрицы. 

1. 
















−
−=

212

043

010

A    2. 
















−−
−−
−

=
841

1362

331

A  
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3. 
















−
−
−

=
504

941

754

A    4. 
















−
−=

121

101

365

A  

5. 
















−
−
−

=
496

375

254

A    6. 
















−−
−
−

=
201

335

212

A  

7. 
















−
−=

132412

101910

007

A   8. 
















−−
−−=

284

014

013

A  

9. 
















−
−
−

=
776

874

431

A    10. 
















=
0131

010

470

A  

 
21 - 30. В таблице 1 даны координаты вершин пирамиды 

1A 2A 3A 4A . Найти: 1) длину ребра 21AA ; 2) угол между 

рёбрами 21AA  и 41AA ; 3) угол между ребром 41AA  и гранью 

321 AAA ; 4) площадь грани 321 AAA ; 5) объём пирамиды; 6) 

уравнение прямой 21AA ; 7) уравнение плоскости 321 AAA ; 8) 

уравнение высоты, опущенной из вершины 4A  на грань 321 AAA .  

 
Таблица 1. 
Номер 
задачи 

Точка 1A  Точка 2A  Точка 3A  Точка 4A  

21 (4; 2; 5) (0; 7; 2) (0; 2; 7) (1; 5; 0) 
22 (4; 4; 10) (4; 10; 2) (2; 8; 4) (9; 6; 9) 
23 (4; 6; 5) (6; 9; 4) (2; 10; 10) (7; 5; 9) 
24 (3; 5; 4) (8; 7; 4) (5; 10; 4) (4; 7; 8) 
25 (10; 6; 6) (-2; 8; 2) (6; 8; 9) (7; 10; 3) 
26 (1; 8; 2) (5; 2; 6) (5; 7; 4) (4; 10; 9) 
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27 (6; 5; 5) (4; 9; 5) (4; 6; 11) (6; 9; 3) 
28 (7; 2; 2) (5; 7; 7) (5; 3; 1) (2; 3; 7) 
29 (8; 6; 4) (10; 5; 5) (5; 6; 8) (8; 10; 7) 
30 (7; 7; 3) (6; 5; 8) (3; 5; 8) (8; 4; 1) 
 

31 – 40. Даны координаты  вершин треугольника ABC  в таблице 
2.  Найти: а) длины высоты, медианы и биссектрисы из указанной 
вершины, а также косинус  этого угла; б)  составить уравнение 
высоты из указанной вершины; в) составить уравнение медианы 
из указанной вершины; г) найти точку пересечения  
N полученных в б) и в)  медианы и высоты; д) составить 
уравнение прямой, проходящей через вершину, указанную в 
пункте а) параллельно противоположной стороне. 

 
Таблица 2. 

Номер 
задачи 

Точка  
A  

Точка
B  

Точка  
C  

а) б) в) 

31 (4; 5) (7; 4) (-6;-5) A С B 
32 (-2;7) (2;-5) (6;3) B A C 
33 (5;-1) (-7;-4) (6;4) C B A 
34 (1;-7) (6;2) (4;-3) A B C 
35 (3;-2) (-2;-7) (-4;-5) B C A 
36 (4;-5) (2;4) (-3;6) C A B 
37 (-2;-3) (1;1) (-3;-6) A B A 
38 (2;0) (-3;-2) (-5; 3) B A B 
39 (1;5) (2;-7) (-6;2) C A C 
40 (7; 2) (-5; 5) (1;-2) C B C 
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41 – 50. Решить систему уравнений 




=+
=+

222121

1212111

bzaza

bzaza
 

(соответствующе коэффициенты даны в таблице 3). 
 

Номер 
задачи 

11a  12a  1b   21a  22a  2b   

41 2-5i -7+6i 74+12i -5+6i -7+7i 63-96i 
42 3+i -2+6i -32+26i 7-4i 4-4i 37+39i 
43 5+3i 8-i 6-47i -6+4i -4+5i 11+2i 
44 2-2i 8-2i 80+60i -3-3i -2-7i 56-82i 
45 6+i -1-3i -41+26i -2+8i -1-i -15-17i 
46 8+6i -8+3i 12-53i -8-6i 3+7i 53+73i 
47 5+5i 4+5i 11-60i -5+4i -2-5i 50+24i 
48 -3-2i 2+i 7+33i -6+6i -8+5i 2-50i 
49 -4-7i 6-8i -24-79i -6-8i 5-6i -6-95i 
50 -1-5i -2-4i 13+35i 5+5i 5-4i -62-8i 
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