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Введение 
 
Методические указания содержат краткое изложение 

теоретического материала с примерами решения типовых задач по 
разделу математики «Интегральное исчисление функции одной 
переменной». 

. Здесь же приведены задания для выполнения контрольной 
работы №3 для студентов заочной формы обучения (10 вариантов по 9 
задач в каждом). Имеется приложение, содержащее таблицу 
неопределенных интегралов и основные формулы, необходимые для 
решения типовых задач по данному разделу математики, а также 
приведены задачи с решениями, которые необходимо разобрать перед 
выполнением контрольной работы. Для более глубокого усвоения 
теоретического материала можно использовать литературу, список 
которой приведен в конце пособия. 

Целью данных указаний является обеспечение студентов-
заочников необходимым и достаточным материалом для решения 
типовых задач по данному разделу математики и усвоения основных 
положений теоретического курса. 

Методические указания составлены в соответствии с 
требованиями ФГОС ВПО 2010. Следует учесть, что при подготовке к 
экзаменам данного объема теоретического материала недостаточно, 
так как изложение теории носит справочный характер, необходимый 
для решения задач. Поэтому для подробного изучения разделов 
необходимо использовать учебные пособия по математике, 
рекомендованные библиографическим списком данных методических 
указаний. 

Данные методические указания рекомендованы студентам-
заочникам первого курса всех специальностей для облегчения 
понимания учебного материала. 
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1.Интегральное исчисление функции одной переменной  
 

Понятие определенного интеграла можно ввести на примере 
задачи о нахождении площади криволинейной трапеции. Рассмотрим 
фигуру, ограниченную осью ОХ, прямыми х=а и у=b, а также 
графиком функции y=f(x) (рис.1). Для нахождения площади S этой 
фигуры произведем разбиение отрезка [a,b] на элементы iii xxx −=∆ +1  

точками bxxxxxa nn =<<<<<= −1210 K . Выберем в каждом 

элементе ix∆  произвольно точки ii xc ∆∈  и составим произведения 

ii xcf ∆)( . 

 
 
 
 
 
                                  
 
                                                                                                     x                  

                                    a                    ix         1+ix               b 

Рис.1 
По смыслу эта произведения есть площади прямоугольников с 

основанием ix∆ . Если нарисовать все такие прямоугольники, то 

получим ступенчатую фигуру, которая приближенно выражает 
площадь криволинейной трапеции: 

∑
=

∆=≈
n

i
iinтр xcfSS

1

)(                                                                                                                    

Обозначим через 
ni

ixd
,,1

max
K=
∆= диаметр разбиения отрезка [a,b]. Чем 

меньше d, тем точнее приближенное равенство. Переходя к пределу 
0→d (при этом ∞→n ), получим точное значение трS : 

( ) i

n

i
i

d
n

xсfm ∆= ∑
=→

∞→
10

lim .                                                                                                 

Рассмотренная задача и многие ей подобные приводят к важному 
понятию математического анализа - понятию интеграла. 

Рассмотрим функцию y=f(x). Выполним следующие операции: 
1. Выберем отрезок [a,b]. 
2. Произведем разбиение его точками 

bxxxxxa nn =<<<<<= −1210 K  на элементы ix∆ . Назовем 
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множество { } Txi =∆  разбиением отрезка [a,b], а 

ni
ixd

,,1
max

K=
∆= диаметром разбиения Т. 

3. Внутри каждого элемента ix∆  выберем точки ii xc ∆∈ . 

Множество пар элементов { }ii xcT ∆= ,&  назовем размеченным 

разбиением отрезка [a,b]. Предполагается, что ii cx , произвольны. 

4. На размеченном разбиении T& составим величину 

∑
=

∆
n

i
ii xcf

1

)( , которую назовем интегральной суммой для функции f(x) 

на отрезке [a,b]. 
Определение: Если существует предел интегральной суммы при 

любом размеченном разбиении T& , когда диаметр разбиения 0→d , то 
этот предел называется определенным интегралом для функции f(x) по 
промежутку интегрирования  [a,b] и обозначается: 

( ) ∫∑ =∆
=→

∞→

b

a

i

n

i
i

d
n

dxxfxсf )(lim
10

                                                                                          

Здесь символ « ∫ » называют интегралом, а и b его пределами 

интегрирования (нижним и верхним), f(x) – подинтегральной 
функцией, х – переменной интегрирования, f(x)dx – подинтегральным 
выражением. 

Из определения интеграла видно, что он является числом, а 
операция интегрирования выполняет действие над функцией. Таким 
образом, имеет место отображение функции f(x) в число I: 

Ixf

b

a→
∫

)( . 

Такое отображение называют функционалом (в отличие от 
функции, когда числа отображаются в числа, и оператора, когда 
векторы отображаются в векторы). 

 
1.1 Свойства интеграла 

 
Интеграл как математическая операция обладает свойством 

линейности, т. е.  

[ ][ ] ∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dxxfcdxxfcdxxfcxfc )()()()( 22112211 .                                                   

Кроме свойства линейности операции интегрирования отметим 
еще свойство аддитивности интеграла по промежутку интегрирования: 
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∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(                                                                                  

Это свойство обычно используется, если f(x) на отрезках [a,c] и 
[c,b] определяется разными формулами 





∈
∈

=
],[),(

],[),(
)(

2

1

bcxxf

caxxf
xf  

тогда 

∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( 21  

Из формулы (3), определяющей интеграл вытекает: 

( )11..()()( ++ −−=−−= ∫∫ iiii

a

b

b

a

xxxxктdxxfdxxf ) 

Из геометрических соображений следует, что при 1)( ≡xf  

abdx
b

a

−=∫  (площадь прямоугольника высотой h=1 численно 

равна основанию). 
Для четных функций интеграл с симметричными пределами 

обладает свойством (рис.2): 
 
 
              
                                                 
             -a                               a       

Рис.2 

  ∫∫ =
−

aa

a

dxxfdxxf
0

)(2)(  

Пусть ))()((),()( 2121 xfxfxfxf ≠≥ тогда  

∫∫ =
b

a

b

a

dxxfdxxf )()( 21  

в частности, если f(x)<0, то 0)( <∫
b

a

dxxf . Учитывая, что 

геометрически интеграл выражает площадь фигуры, можно сказать, 
что это алгебраическая площадь, т.е.  выражается числом со знаком 
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плюс или минус. В результате может оказаться, что 0)( =∫
b

a

dxxf , хотя 

0)( ≠xf . Например, это имеет место для нечетных функций в случае 

симметричных пределов интегрирования (рис.3). 
 
                                                                        
                                                
                                                -a                               
                                                                                 
                                                                   A                                 x 
                                                                                        
                                                                                                          

Рис.3 

∫∫∫ =+−=+=
−−

a

a

a

a

IIdxxfdxxfdxxf
0

0

0)()()(  

На практике для вычисления определенных интегралов 
используется формула Ньютона- Лейбница: 

)()()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a

−==∫ , здесь функция )(xF , такая, 

что )()( xfxF =′  называется первообразной для подинтегральной 

функции. Таким образом, определенный интеграл по промежутку 
интегрирования [a,b] равен приращению первообразной 
подинтегральной функции на этом промежутке.  

 
1.2 Неопределенный интеграл 

 
Формула Ньютона-Лейбница сводит вычисление интеграла к 

нахождению первообразной функции. Оказалось, что при нахождении 
первообразных часто встречаются труднопреодолимые сложности, 
кроме того, задача нахождения первообразной часто имеет 
самостоятельный интерес. Поэтому эта задача выделена в 
самостоятельный раздел математического анализа. 

Неопределенным интегралом для функции f(x) называется 
множество всех ее первообразных. То, что функция имеет не 
единственную первообразную, видно из примера: 

( ) ( ) ;32;3 2323 xxxx =
′

+=
′

 Легко видеть, что для функции 
23xy = можно указать бесконечное множество ее первообразных вида 

cxy += 3 , c=const – произвольная постоянная. Неопределенный 
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интеграл для функции f(x) обозначается символом ∫ dxxf )( . Таким 

образом, по определению,  

CxFdxxf +=∫ )()( ,где constCxfxF ==′ ),()(  

Из определения вытекают следующие свойства: 

1. )()( xfdxxf =
′





∫ .  

Действительно, ( ) )()()( xfxFcxF =′=′+  

2. ( ) dxxfdxxfd )()( =∫ ,т.к. 

( ) ( ) dxxfdxxFdxcxFcxFd )()()()( =′=′+=+  

3. ( ) ( )∫ ∫ ∫∫ 




 +==′=+= cxFdxxfdxxFxFdcxFxFd )()()()()()(

. Из свойств 1-3 видно, что операции дифференцирования и 
интегрирования являются взаимно обратными. 

4. Если ∫ += cxFdxxf )()( , то ∫ += cuFduuf )()(     т. е. 

справедливость формулы (1) остается справедливой, если переменную 
интегрирования х заменить на если переменную интегрирования u . 
Свойство 4 не является формальным, т. к. переменная u может быть 
промежуточным аргументом u(x). 

5. Из формулы Ньютона-Лейбница, которая привела к понятию 
первообразной и свойств определенного интеграла вытекает свойство 
линейности неопределенного интеграла: 

[ ] ∫∫∫ +=+ dxxfcdxxfcdxxfcxfc )()()()( 22112211 . 

 
1.3  Таблица неопределенных интегралов 

 
Учитывая, что операция нахождения первообразной является 

операцией, обратной операции дифференцирования, некоторые 
первообразные. А, следовательно, и неопределенные интегралы можно 
получить из таблицы производных, читая их справа налево. Например, 

( ) xx cossin =′ . Значит, если f(x)=cosx, то F(x)=sinx, т. к. 

( ) xxxF cossin)( =′=′ . Множество всех первообразных для функции 

F(x)=sinx+c.  Таким образом,  

∫ += cxxdx sincos  

По аналогии можно получить еще ряд формул на основе 
таблицы производных: 
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.ln

;arcsin
1

;
1

;
sin

;
cos

1;
1

;cossin

2

2

2

2

1

cx
x

dx

cx
x

dx

carctgx
x

dx

cctgx
x

dx

ctgx
x

dx

nc
n

x
dxx

cxxdx

n
n

+=

+=
−

+=
+

+−=

+=

−≠+
+

=

+−=

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫
+

 

Более полная таблица неопределенных интегралов приведена в 
приложении. 

 
1.4 Основные методы интегрирования 

 
Суть всех методов интегрирования сводится к тому, чтобы 

используя свойства интеграла и алгебраические преобразования 
привести его к табличному виду. 

Пример1. Найти неопределенный интеграл  
Решение:  

Cx

xxdx
x

xdxdxxdx
x

xx

++

−=+−=+−
∫ ∫ ∫∫

−

ln3
2

5

5

63
5

35 26

5

6

126 5

 

 
1.4.1 Интегрирование заменой переменной (подстановкой)  

 
Если функция )(tx ϕ=  имеет непрерывную производную, то в 

данном неопределенном интеграле ∫ dxxf )(  всегда можно перейти к 

новой переменной t по формуле 

dtttfdxxf )())(()( ϕϕ ′= ∫∫ , 

Затем найти интеграл из правой части формулы и вернуться к 
исходной переменной x . Такой способ называется методом замены 
переменной или методом подстановки. Отметим, что при замене 
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)(tx ϕ= должно осуществляться взаимно однозначное соответствие 

между областями определения функций )(tϕ  и  )(xf . 

Пример2.  Найти неопределенный интеграл ∫ − dxxx 1 . 

Решение: Введем новую переменную t по формуле 1−= xt . 

Тогда 12 += tx , tdtdx 2= ,  

( ) ( ) ( )

( ) Cx

xCttdttttdtttdxxx

+−

+−=++=+=+=− ∫ ∫∫
2

3

2
535242

1
3

2

1
5

2

3

2

5

2
2211

 
При интегрировании  некоторых функций часто целесообразно 

осуществлять переход к новой с помощью подстановки )(xt φ= , а не 

)(tx ϕ=  

Пример3.  Найти неопределенный интеграл ∫ + xdxx cossin13  

Решение: Применим подстановку tx =+ sin1 . Тогда 
dtxdx =cos  и 

( ) СxCtdttxdxx ++=+==+ ∫∫ 3 43
4

3
1

3 sin1
4

3

4

3
cossin1  

Пример 4.  Найти неопределенный интеграл ∫
− dxxe x 23

 

Решение: Применим подстановку tx =− 3 . Тогда dtdxx =− 23 , 

tdxx
3

12 −= , и  

CeCedtedxxe xttx +−=+−=






−= −−
∫∫

33

3

1

3

1

3

12  

 
1.4.2 Интегрирование по частям  

 
Метод интегрирования по частям основан на следующей 

формуле: 

∫ ∫−= vduuvudv  

Где u(x), v(x)  непрерывные дифференцируемые функции. 
Формула называется формулой интегрирования по частям. Применять 
ее целесообразно,  когда интеграл в правой части формулы более 
прост для интегрирования, чем исходный. В некоторых случаях 
рекомендуется использовать формулу интегрирования по частям 
несколько раз. 
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Метод интегрирования по частям целесообразно использовать 

для нахождения интегралов от функций xxk αsin , xxk αcos , xk ex α , а 
также для отыскания некоторых интегралов от функций, содержащих 
обратные тригонометрические и логарифмические функции. 

Пример 5. Найти ∫ xdxln  

Решение: 

Cxxx
x

dx
xxx

xvdxdv
x

dx
duxuxdx +−=⋅−=

==

=== ∫∫ lnln
,

,lnln  

Пример 6. Найти ( )∫ + xdxxx 2cos22  

Решение: 

( ) ( )
=

===

+=+=
=+

∫∫ xxdxvxdxdv

dxxduxxu
xdxxx

2sin
2

1
2cos,2cos

22,2
2cos2

2

2  

= ( ) ( ) =−==

=+=
=+−+ ∫ xvxdxdv

dxduxu
xdxxxxx

2cos
2

1
,2sin

,1
2sin12sin2

2

1 2  

= ( ) ( ) =






 ++−−+ ∫ xdxxxxxx 2cos
2

1
2cos

2

1
12sin2

2

1 2  

= ( ) Cxxxxxx +++++ 2sin
4

1
2cos)1(

2

1
2sin2

2

1 2  

 
1.4.3 Интегралы от рациональных дробей 

 

Функция 
)(

)(
)(

xQ

xP
xf

m

n= , где )()( xQuxP mn - многочлены 

степеней n и m  соответственно называется рациональной дробью. 
Если n<m, то дробь называется правильной, если mn ≥ , то дробь 
называется неправильной. Неправильную дробь можно представить в 
виде суммы многочлена, называемого целой частью и рациональной 

правильной дроби по аналогии с числовыми дробями: 
8

5
4

8

37 += . 

Целую часть, или неполное частное можно получить делением 

числителя на знаменатель. Пусть, например, 
7

2852
)(

23

35

++
−+−=

xx

xxx
xf  
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2852 35 −+− xxx         723 ++ xx  
-  

245 1422 xxx ++     322 2 −− xx  

         - 234 1452 xxx −−  
       - 

         - 234 1422 xxx −−  

          214143 23 −+−− xxx  
       - 

          2133 23 −−− xx  

                - 191411 2 ++ xx     

Имеем 
7

191411
322)(

23

2
2

++
++−+−−=

xx

xx
xxxf . 

Т. к. интегрирование многочлена является тривиальной задачей, 
то в дальнейшем будем рассматривать интегралы от правильных 
дробей. Предварительно рассмотрим четыре дроби, называемые 
простейшими, и интегралы от них: 

( ) ;)4;)3;
)(

)2;)1
2222 kk

mx

BAx

mx

BAx

mx

A

mx

A

+

+
+
+

++
 

;ln)1 CmxA
mx

Adx ++=
+∫  

( ) ( ) ( )
( )( )

C
mxk

A
C

k

mx
AmxdmxA

mx

Adx
k

k
k

k
+

+−
−=+

+−
+⋅=++=

+∫ ∫ −

+−
−

1

1

11)(
)2  

( ) ( ) ( ) kkkk
BIAI

mx

dx
B

mx

xdx
Adx

mx

BAx

C
m

x
arctg

m

B
mxA

mx

dx
B

mx

xdx
Adx

mx

BAx

+=
+

+
+

=
+

+

+++=
+

+
+

=
+
+

∫ ∫∫

∫∫ ∫

222222

22
222222

)4

ln
2

1
)3

 

( ) ( ) ( )
( )( )

∫

∫

−−

−

+−−

+−
−+

+−
=

+
+−

−=+
+−

+=++=

12221222

12

1
2222

)()1(2

32

))(1(2

12

1

12

1

2

1

kkk

k

kk

mx

dx

km

k

mxkm

x
I

C
mxk

C
k

mx
mxdmxI

 

- рекуррентная формула, позволяющая свести интеграл к 
табличному: 

C
m

x
arctg

mmx

dx +=
+∫

1
22

 

Таким образом, интегралы от простейших дробей выражаются 
через простейшие дроби, натуральные логарифмы и арктангенсы. 
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Если в знаменателе полные трехчлены cbxax ++2 , то они при 

наличии вещественных корней 21 xux представимы в виде 

))(( 21 xxxxa −− .  

Если дискриминант трехчлена acbD 42 −= <0, то следует 

выполнить замену ( ) dt
a

dx
a

bt
xcaxtcbxax

2

1
;

2
22 =−=⇒+==

′
++ . 

Т.к. D<0 то, обозначив 2mD −= , получим 

cbxax ++2 = ( )22

4

1
mt

a
+ . 

Проделанные выкладки называют приведением квадратного 
трехчлена к каноническому виду. 

Дальнейшее решение задачи интегрирования дробей зависит от 
возможности разложить знаменатель дроби )(xQm на множители не 

выше второго порядка. Эта задача сводится к нахождению корней 
многочлена )(xQm . Ответ на вопрос о корнях многочлена дает 

основная теорема алгебры. 
Основная теорема алгебры: Многочлен n-го порядка имеет 

ровно n вещественных или комплексных корней, если считать каждый 
корень столько раз, какова его кратность. 

Комплексными корнями называют числа вида a+bi, где a и b – 
вещественные числа, а i – мнимая единица, определяемая условием 

12 −=i .  

Например, 3,132)()( 21
2

2 =−=⇒−−== xxxxxQxQm - корни 

вещественные и различные;   

( ) 3396)()( 21
22

2 ==⇒−=+−== xxxxxxQxQm - двукратный корень; 

329232)()( 2,1
2

2 ±=−±=⇒−−== xxxxQxQm  - комплексные 

корни. 
Нахождение корней )(xQm при 3≥m  является самостоятельной 

задачей, которую ввиду ее сложности решать не будем, за 
исключением простейших случаев, когда корни являются 
рациональными числами. Пусть )(xQm удалось разложить на 

множители не выше второго порядка. Рассмотрим следующие случаи. 

( )Dt
aa

acbt

a

acbbtbbtt

c
a

b
t

a

b

a

bbtt
ac

a

bt
b

a

bt
acbxax

−=−−=+−++−=

=+−⋅++−=+






 −+






 −=++

2
22222

2

2

222
2

4

1

4

)4(

4

4222

224

2

22
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1. Корни знаменателя – вещественно простые. 
Для простоты рассмотрим вопрос на конкретных примерах.  

Пример 6: найти ∫ −+−
+−

dx
xxx

xx

)3)(2)(1(

752 2

 эта дробь могла 

появиться в результате сложения дробей, знаменатели которых (х-1), 
(х+2), (х-3). Чтобы найти числители, применим метод неопределенных 
коэффициентов: 

321)3)(2)(1(

752 2

−
+

+
+

−
=

−+−
+−

x

c

x

b

x

a

xxx

xx
 или 

)2)(1()3)(1()3)(2(752 2 +−+−−+−+=+− xxcxxbxxaxx . 

Подставляя в тождество корни знаменателя, получим: 

1,1010
3

5
,2515

3

2
,46

3

2

1

==

==

−==−

=
−=

=

cc

bb

aa

x

x

x

 

Теперь можно найти интеграл : 

Cxx

x
x

dx

x

dx

x

dx

xxx

xx
dxxf

+−=+++

+−−=
−

+
+

+
−

−=
−+−

+−=

∫

∫∫∫

3ln2ln
3

2

1ln
3

2

3

23

5

13

2

)3)(2)(1(

752
)(

2

 

Замечание: по виду знаменателя можно записать 

Cxcxbxadx
xxx

xx +−+++−=
−+−

+−
∫ 3ln2ln1ln

)3)(2)(1(

752 2

 

Правило нахождения a, b, и с состоит в удалении из знаменателя 
дроби соответствующей скобки и подстановки вместо х величины 
корня этой скобки: 

1;
3

5

)3)(1(

752
;

3

2

)2(3

752

)3)(2(

752
3

2

2

1

2

==
−−
+−=−=

−
+−=

−+
+−= =

−==
x

xx

c
xx

xx
b

xx

xx
a

2. Случай кратных корней знаменателя 

Выражение ( )nax − - называют биномом n –й степени. Если его 

разложить в многочлен )(xPn , то его корнем будет х=а, при этом 

полагают, что он имеет кратность, равную n , т. е. уравнение 

( ) 0)( =−≡ n
n axxP  имеет решение axxx n ==== K21 . Пусть 
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знаменатель дроби 
)(

)(

xQ

xP

m

n  разложен на произведение биномов 

(двучленов) различной кратности. Поставим задачу разложения такой 
дроби на сумму простейших дробей. Вначале решим обратную задачу: 
сложим несколько простейших дробей, среди знаменателей которых 
имеются кратные корни: 

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
.

21

134

21

121322

2

1

1

3

1

2
2

2

2

2

2 +−
−+=

+−
−++−++=

+
+

−
+

− xx

xx

xx

xxxx

xxx
 

Как видно, при приведении дробей к общему знаменателю 
бином с меньшим показателем (х-1) поглотился биномом с большим 

показателем ( )21−x . Это обстоятельство следует учитывать при 

составлении суммы простейших дробей, раскладывая дробь на 
простейшие слагаемые. Так как при этом можно определить лишь 
знаменатели, вместо числителей запишем неопределенные величины: 

( ) ( ) ( ) 21121

134
22

2

+
+

−
+

−
=

+−
−+

x

c

x

b

x

a

xx

xx
, освобождаясь от знаменателя, 

получим тождество: 22 )1()2)(1()2(134 −++−++=−+ xcxxbxaxx . 

Относительно a, b, c  можно получить уравнения, во-первых, 
подставляя в тождество произвольные значения х. Наиболее 
целесообразно подставлять корни знаменателя, т. к. при этом 
получаются более простые уравнения. Так при х=1 имеем 3а=6 (при 
х=0 имеем 2а-2b+с=9 – более сложное уравнение). Недостающие 
уравнения получаем, приравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях х: 

3

1

2

4

99

63

2

1

2 =
=
=

=+
=
=

−=
=

b

c

a

cb

c

a

x

x

x

 

Полученные значения a, b, и с подтвердили правильность 
решения поставленной задачи: 

( ) ( ) ( ) 2

1

1

3

1

2

21

134
22

2

+
+

−
+

−
=

+−
−+

xxxxx

xx
 

применительно к интегрированию рациональной дроби имеем: 

( ) ( ) ( )
Cx

x
xx

dx

x

dx

x

dx
dx

xx

xx

++

+−+
−

−=
+

+
−

+
−

=
+−
−+

∫ ∫∫ ∫
2ln

1ln3
1

1

21
3

1
2

21

134
22

2

 

3. Случай комплексных корней знаменателя. 
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Комплексное число имеет вид a+bi, где а и b – вещественные 

числа, i – мнимая единица, такая, что 12 −=i . Через комплексные 

числа выражаются в частности решения уравнений 02 =++ qpxx , 

если его дискриминант 042 <− qp . 

Например, ixxx 3292,0134 2,1
2 ±=−±==+− , трехчлен с 

квадратными корнями неразложим на линейные множители на 
множестве вещественных чисел. В этом случае при разложении 

простейшая дробь имеет вид ( )04, 2
2

<−
++

+
acb

cbxax

BAx
. 

Принцип разложения рациональной дроби, содержащей в 
знаменателе комплексные корни на сумму простейших дробей , такой 
же, как и для вещественных корней знаменателя. 

Пример 7: вычислить интеграл ∫ +
+−

dx
x

xx

8

237
3

2

 

Решение: Разложим подинтегральную дробь на сумму 
простейших 

Освобождаясь от знаменателя, получим тождество: 

( ) )2()42(237 22 ++++−=+− xCBxxxAxx  

 

∫∫∫ ++=
+−

−+
+

=








+−
−+

+ 122
2ln3

42

54

2
3

42

54

2

3
Ixdx

xx

x

x

dx
dx

xx

x

x
 

для вычисления интеграла 1I приведем знаменатель к 

каноническому виду подстановкой 

( ) ( ) ( )
dtdx

txxxxtcbxax
a

cbxax

=

=−⇒−=
′

+−⇒=
′

++→++ ,122
2

1
42

2

1
,

2

1 222
 

( ) C
x

arctgxxC
t

arctg

t
t

dt
dt

t

t
dt

t

t
dt

ttt

t
I

+−−+−=+−

−+⋅=
+

−
+

=
+
−=

+−−++
−+= ∫ ∫∫ ∫

3

1

3

1
42ln2

33

1

3ln
2

1
4

33
4

3

14

42212

5)1(4

2

2
22221

  

Окончательно: 

.
422)42)(2(

237

8

237
22

2

3

2

+−
++

+
=

+−+
+−=

+
+−

xx

CBx

x

A

xxx

xx

x

xx

5

4

3

224

7

3612

)0(

2

0

2

−=
=
=

=+
=+

=

=

−=

C

B

A

CA

BA

A

xx

x

x
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∫ +
+−

dx
x

xx

8

237
3

2 ( ) C
x

arctgxxx +−−+−++=
3

1

3

1
42ln22ln3 2  

Анализ всех случаев корней знаменателя рациональных дробей 
показывает, что интегралы от них выражаются через три вида 
функций: рациональные дроби, натуральные логарифмы и 
арктангенсы.  

 
2. Вычисление определенного интеграла 

 
 Вычисление определенного интеграла производится с 

помощью формулы Ньютона-Лейбница: 

),()()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a

−==∫  где )(XF - первообразная, 

)()( xfxF =′  

Рассмотрим формулу интегрирования по частям для 
неопределенного интеграла: 

∫ ∫−= vduuvudv  

для определенного интеграла имеем: 

∫∫ −=
b

a

b

a

b

a

vduuvudv  

Пример 8: вычислить интеграл ∫
e

xdxx
1

2ln  

Решение: 

( )1
4

1

4

1

2

1

2

1

2

11

2

1
ln

2

1

2

1

2

1
,

1
,ln

lnln
2

1

2

1
,

1
ln2,ln

ln

2

1

2

1

22

1

2

1

22

2

11

22

1
2

2

2

−==+

+−=













−−=

==

==
=

=−=
==

⋅==
=

∫

∫

∫∫

exxdx

eedx
x

xxxe
xvxdxdv

dx
x

duxu

xdxxxx
xvxdxdv

dx
x

xduxu
xdxx

ee

ee

eee
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2.1 Замена переменных в определенном интеграле 
 

Пусть дана функция f(x). Положим )(tx ϕ= . Если bxa ≤≤ , то 

bta ≤≤ )(ϕ , причем ba == )(,)( βϕαϕ .  

Пусть далее  
)())(( ttf ϕϕ ′⋅ непрерывна на [ ]ba, . 

Тогда ∫ ∫ ′⋅=
b

a

dtttfdxxf

β

α

ϕϕ )())(()(  

Пример9: вычислить интеграл ∫ −
a

dxxa
0

22  

Решение: выполним подстановку tax sin= ,  

2
;00

π=⇒==⇒= taxtx , tdtadx cos=  

4
2sin

2

1

2

2

2cos1
coscossin

22

0

2

2

0

2

0

222
2

0

222

a
xx

a

dt
x

atdtatdtataaI

π
π

π ππ

=






 +=

=+==⋅−= ∫ ∫∫

  

2.2 Вычисление площадей в декартовых координатах  
 

С помощью определенного интеграла можно вычислять 
площади областей ограниченных графиками функций )(1 xfy =  и 

)(2 xfy = , и прямыми ax =  и bx = . 

Если область D задана системой неравенств  





≤≤
≤≤

)()( 21 xfyxf

bxa
 

то площадь области D вычисляется по формуле 

( )∫ −=
b

a

D dxxfxfS )()( 12  

Если неравенства, определяющие область D, неизвестны и 
неизвестно какая из функций )(1 xf  или )(2 xf , больше на промежутке 

интегрирования, то необходимо предварительно выполнить 
следующие операции: 
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1. Найти a  и b  как абсциссы точек пересечения графиков 
функций )(1 xf  и )(2 xf , т. е. решить уравнение  

)()( 21 xfxf =  

2. Исследовать знак разности )()( 21 xfxf −  на [ ]ba; . Для этого 

достаточно вычислить )()( 21 xfxf −  в какой-либо точке из [ ]ba; . Если 

оно положительно, то )()( 21 xfxf ≥ , если отрицательно - 

)()( 21 xfxf ≤ . 

Пример10: Вычислить площадь области, ограниченной 

графиками функций 32,34 22 ++−=+−= xxyxxy  

Решение: Находим абсциссы a  и b  точек пересечения 

графиков. Для этого решая уравнение 3234 22 ++−=+− xxxx , 
получаем 3,0 == ba . Далее исследуем знак функции 

)32(34 22 ++−−+−= xxxxϕ  на отрезке [ ]3;0 . Для этого придадим 

x любое значение, например, 1=x . Получим 4)1( −=ϕ . 

Следовательно, 0<ϕ  при [ ]3;0∈x . Поэтому 3234 22 ++−≤+− xxxx  

и область D определяется  системой неравенств  





++−≤≤+−
≤≤

3234

30
22 xxyxx

x
 

Тогда площадь искомой области равна 

( ) ( ) 2
3

0

2
3

0

22 962)32(34 едdxxxdxxxxxS =+−=++−−+−= ∫∫ . 

 
2.3 Вычисление объемов тел вращения  

 
С помощью определенного интеграла также можно вычислять 

объем тела вращения, образованного  вращением области, 
ограниченной графиками функций )(1 xfy =  и )(2 xfy = , и прямыми 

ax =  и bx = . 
Объем тела, образованного  вращением области, ограниченной 

графиками функций )(1 xfy =  и )(2 xfy = , и прямыми ax =  и 

bx = ,т. е. области, определяемой системой неравенств   





≤≤
≤≤

)()( 21 xfyxf

bxa
 

вычисляется по формуле: 
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( )∫ −=
b

a

dxxfxfV 2
1

2
2 )()(π  

Если неравенства, определяющие область D, неизвестны и 
неизвестно какая из функций )(1 xf  или )(2 xf , больше на промежутке 

интегрирования, то необходимо предварительно выполнить 
следующие операции: 

1. Найти a  и b  как абсциссы точек пересечения графиков 
функций )(1 xf  и )(2 xf , т. е. решить уравнение  

)()( 21 xfxf =  

2. Исследовать знак разности )()( 21 xfxf −  на [ ]ba; . Для этого 

достаточно вычислить )()( 21 xfxf −  в какой-либо точке из [ ]ba; . Если 

оно положительно, то )()( 21 xfxf ≥ , если отрицательно - 

)()( 21 xfxf ≤ . 

Пример11: Вычислить объем тела, образованного вращением 

области, ограниченной графиками функций 3xy =  и xy =  

Решение: Находим абсциссы a  и b  точек пересечения 

графиков. Для этого решая уравнение xx =3 , получаем 1,0 == ba . 

Поскольку на отрезке [ ]1;0  3xx ≥ , то объем тела равен 

( ) ( ) 3

1

0

721

0

6
1

0

232

14

5

72
)( ед

xx
dxxxdxxxV

ππππ =












−=−=






 −= ∫∫  

 
2.4 Вычисление дуги кривой  

 
Длину дуги кусочно-гладкой кривой (т. е. заданной 

непрерывными функциями, имеющими непрерывные производные) 
)(xfy = , ограниченной точками с абсциссами х=а и х=в можно 

вычислить по формуле: 

( ) dxyL
b

a
∫ ′+= 21  

При этом величина ( ) dxydl 21 ′+=  называется 

дифференциалом дуги кривой 
Пример12: вычислить длину дуги кривой 

20,2 ≤≤= xxy  



22 
 

Решение: найдем дифференциал дуги кривой 

( ) dxxdxxdl 2
2

2 411 +=






 ′
+= , тогда длина дуги будет равна 

=+=
====

==
=+ ∫∫

4

0

2
2

0

2 1
2

1

4,20,0

22
41 dxt

txtx

dxdtxt
dxx

едttt
t

174ln
4

1
171ln

2

1
1

22

1
4

0

22 ++=






 ++++=  

 
3. Несобственные интегралы  

 
Ранее говоря об определенных интегралах мы подразумевали, 

что интервал интегрирования конечен и подинтегральная функция на 
нем непрерывна. Однако, в прикладных задачах электродинамики, 
механики, теории вероятностей и т. д. часто возникает необходимость 
распространения понятия определенного интеграла на случаи 
бесконечного интервала интегрирования и разрывной 
подинтегральной функции. Такие интегралы называются 
несобственными интегралами I и II рода соответственно. 

 
3.1 Несобственные интегралы I рода 

 
Пусть функция f(x) непрерывна на луче );[ +∞a . По 

определению положим: 

∫∫ +∞→

+∞

=
b

a
b

a

dxxfdxxf )(lim)(  

Если этот предел существует и конечен, будем говорить, что 

несобственный интеграл I рода ∫
+∞

a

dxxf )(  существует или сходится. 

Если же указанный предел не существует или является бесконечным, 

то будем говорить, что несобственный интеграл I рода ∫
+∞

a

dxxf )(  не 

существует или расходится. Подобным образом определяются и 
другие аналогичные несобственные интегралы: 

∫∫ −∞→
∞−

=
b

a
a

b

dxxfdxxf )(lim)(  
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∫∫
−∞→
+∞→

+∞

∞−

=
b

aa
b

dxxfdxxf )(lim)(  

где а и b изменяются одновременно и независимо друг от друга. 
Очевидно, что для существования последнего интеграла необходимо и 

достаточно, чтобы сходились интегралы ∫∫
∞−

+∞ c

c

dxxfudxxf )()(  при 

произвольном выборе т. с. 

Если сходится интеграл ∫
+∞

a

dxxf )( , то интеграл 

∫
+∞

a

dxxf )( называется абсолютно сходящимся. 

Пример 13: исследовать на сходимость интеграл ∫
+∞

1
px

dx
, где р>0. 

Решение: пусть 1≠p , тогда  








 −
−

=







⋅

−
= −−∫ 1

1

1

11

1

1
1

1
1

1
p

b

p

b

p bpxpx

dx
 

Если p<1, то 

+∞=






 −
−

= −+∞→+∞→ ∫ 1
1

1

1
limlim

1
1

pb

b

pb bpx

dx
 

т. е. интеграл расходится. 
Если p>1, то 

1

1
1

1

1

1
limlim

1
1

−
=







 −
−

= −+∞→+∞→ ∫ pbpx

dx
pb

b

pb
 

т. е. интеграл сходится. 
Если p=1, то 

⇒+∞==
+∞→+∞→ ∫ b

x

dx
b

b

pb
lnlimlim

1

 интеграл расходится. 

Выяснение вопроса о сходимости несобственных интегралов 
значительно усложняется, если первообразная функция неизвестна. В 
таких случаях иногда удается установить, сходится или расходится 
интеграл, пользуясь специальными признаками сходимости, не 
требующими знания первообразной. Рассмотрим некоторые из них. 
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Теорема 1. Пусть для всех ax ≥  справедливо неравенство 
)()(0 xxf ϕ≤≤ . Тогда: 

1) если интеграл ∫
+∞

a

dxx)(ϕ  сходится, то сходится и интеграл 

∫
+∞

a

dxxf )( , причем ∫∫
+∞+∞

≤
aa

dxxdxxf )()( ϕ  

2) если интеграл ∫
+∞

a

dxxf )(  расходится, то расходится и 

интеграл ∫
+∞

a

dxx)(ϕ . Отметим, что всякий абсолютно сходящийся 

интеграл сходится. 
В качестве функций сравнения обычно берут табличные 

интегралы, сходимость или расходимость которых известна (см. 

пример 13) 

Пример 14: dx
x

x
2

1

sin
∫

+∞








  сходится т. к. 
22

2 1sin
0

xx

x ≤≤  на 

);1[ +∞ . 

 

Пример 15: dx
x

xx
∫

+∞
+

1
2

2sin3
 расходится т.к. 

xx

xx 1sin3
0

2

2

≥+≤ . 

 
3.2 Несобственные интегралы II рода 

 
Если в интервале [a;b] f(x) имеет точки разрыва первого рода, то 

интеграл для такой функции есть просто сумма обыкновенных 
интегралов, взятых по частичным интервалам, на которые разбивается 
[a;b] точками разрыва функции: 

∫∫∫∫ +++=
b

c

c

c

c

a

b

a k

dxxfdxxfdxxfdxxf )()()()(
2

1

1

K  где ic - точки 

разрыва I рода. 
Пусть функция f(x) непрерывна на [a;b]. Если ∞=

+→ 0
)(lim

ax
xf , то 

по определению положим 



25 
 

∫ = ∫
++→

b

a

b

a
dxxfdxxf

εε
)(lim)(

0

 

В случае, если этот предел существует и конечен, будем 
говорить, что несобственный интеграл II рода существует или 
сходится. Если же указанный предел не существует или бесконечен, то 
несобственный интеграл не существует или расходится. Подобным 
образом определяются и другие несобственные интегралы II рода: 

∫ = ∫
−

−→

b

a

b

a
dxxfdxxf

δ

δ
)(lim)(

0

 

            ∫+∫=
++→

−

−→∫
b

a

b

a

b

a
dxxfdxxfdxxf

εε

δ

δ
)(lim)(lim)(

00
 

 
(с – точка разрыва II рода). 

Пример 16: исследовать на сходимость интеграл ∫ −

b

a
pax

dx

)(
  

(a<b, p>0) 
Решение: функция непрерывна на (a;b] , при х=а она 

претерпевает бесконечный разрыв. 
Пусть 1≠p  









−

−−
=

−−
=

− −−
+

−
+
∫ 111

1

)(

1

1

1

)(

1

1

1

)( pp

b

a
p

b

a
p abpaxpax

dx

εεε

 

Если p<1, то 

11100 )(

1

1

11

)(

1

1

1
lim

)(
lim −−−→

+
→ −

⋅
−

=







−

−−
=

−∫ ppp

b

a
p abpabpax

dx

εε
ε

ε

 т.е. интеграл сходится. 
 
Если p>1, то 

+∞=







−

−−
=

− −−+→
+

+→ ∫ 1100

1

)(

1

1

1
lim

)(
lim

pp

b

a
p abpax

dx

εε
ε

ε
 т.е. 

интеграл расходится. 
Если p=1, то 

[ ] ⇒+∞=−−=
− →

+
→ ∫ ε

ε
ε

ε
ln)ln(limlim

00
ab

ax

dx
b

a

  интеграл расходится. 
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Теорема 2. Пусть на отрезке [ ]ba;  функции )(xf  и 

)(xϕ претерпевают в точке х=с разрыв II рода и во всех точках отрезка 

кроме х=с, выполняется неравенство 0)()( ≥≥ xfxϕ . Тогда: 

1) если интеграл ∫
b

a

dxx)(ϕ  сходится, то сходится и интеграл 

∫
b

a

dxxf )(  

2) если интеграл ∫
b

a

dxxf )(  расходится, то расходится и интеграл 

∫
b

a

dxx)(ϕ . 

Пример17:∫ −

1

0
3 31 x

dx
 сходится т. к. 

33 2 1

1

)1)(1(

1
0

xxxx −
≤

++−
<  на [0;1). 

Пример 18: ∫ −

2

1
4 )2(sin x

dx
 расходится, т. к. 

44 )2(

1

)2(sin

1

xx −
>

−
 

на [1;2). 
Выше рассмотренный признак справедлив если f(x) на [a;b) 

неотрицательна, если же f(x) знакопеременна на [a;b), употребляют 
достаточный признак сходимости 
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4.  Задание для выполнения контрольной работы №3  
«Интегральное исчисление функции одной переменной» 

 
Задача№1 

1. ∫
−+

dx
x

xx 23 3 2

 

2. dx
x

xx
∫

−+
2

132 2

 

3. ∫
−+

dx
x

xx
2

2

2

543
 

4.  dx
x

xx
∫

+−
3

2 32
 

5. dx
x

xx
∫

+−
2

4 52
 

6. dx
x

xx
∫

−+ 132 3

 

7. ∫ 












+− dx

x

x
x 3

24
3  

8. dx
x

xx
∫

+− 12 53

 

9. ∫
+−

dx
x

xx 23 52

 

10. ∫
+−

dx
x

xx
2

3 42
 

Задача№2 

1. ( ) ( )∫ ++ 1ln1 2 xx

dx
 

2. 
( )

( ) dx
x

x
∫ +

+
13

13ln3

 

3. xdxx 2cos2sin4
∫  

4. dx
x

x
∫ 5cos

sin
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5. dx
x

xtg
∫ 2

3

cos
 

6. ∫ xxctg

dx
32sin

 

7. dx
x

xartg
∫ + 2

6

91

3
 

8. ∫ −
dx

x

x
2

3

1

arcsin
 

9. ∫ +43 2xe

xdx
 

10. xdxe x sincos
∫  

 
Задача№3 

1. ∫ xdx2ln  

2. ∫ + dxx )1ln( 2  

3. ∫ xarctgxdx  

4. ∫ xdxx sin2  

6. ∫ xdxx cos2  

7. ∫ + dxex x22 )1(  

8. ∫
−− dxex x)1( 2  

9. ∫ xdxarcsin  

10. ∫ xdxx 2sin  

Задача№4 

1. ( )( )dx
xxx

xx
∫ +++

++
534

9203
2

2

 

2. ( )( )dx
xxx∫ −+− 232

12
2
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3. dx
xx

x
∫ −

+
23

3 1
 

4. dx
xx

x
∫ −

+
23

2
 

5. ( )( )dx
xxx

x
∫ −++

+
152

133
2

 

6. ( )( )dx
xxx

x
∫ −−−

+
112

6743
2

 

7. ( )( )dx
xx

x
∫ −−

+
11

13
2

2

 

8. ( )( )dx
xxx

x
∫ ++−

−
1134

612
2

 

9. ( )( )dx
xxx

x
∫ +++ 356

8
2

 

10. ( )( )dx
xxx

xx
∫ +++

−+
1136

63
2

2

 

Задача№5 
Вычислить определенный интеграл 

1. dxxx∫ +
3

0

3 21  

2. ∫ +

1

0
2

2

1x

dxx
 

3. ∫
2

0

2cossin

π

xdxx  

4. ∫ +

2

0
4

3

4x

dxx
 

5. ∫
e

dx
x

x

1

2ln
 

6. ∫
2

0

cos

π

xdxx  
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7. ∫
−

−
0

2
1

2 dxxe x  

8. ∫
−

−

3
2

3
1

3
dx

e

x
x

 

9. ∫
2

1

2 ln xdxx  

10. ( )∫ +
2

0

sin3

π

xdxx  

Задача№6 
Вычислить площади областей, ограниченных данными 

графиками функций (сделать чертеж ). 
1. xyxy 4,32 2 −=−=  

2. 4,3,3 === xxyxy  

3. xyxy 4,5 2 −=−=  

4. 5,0,1 ==−= xyxy  

5. )0(,0,cos,sin ≥=== xxxyxy  

6. 16,1, === xxyxy  

7. xyxy 6,27 2 −=−=  

8. )0(,0,sin,cos ≤=== xxxyxy  

9. 23,0,0,9 2 ===−= xxyxy  

10. 5,2,5,2 ==== yyeyxy x  

Задача№7 
Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг 

оси ОХ  области, ограниченной графиками заданных функций 
(сделать чертеж ). 

 

1. 0,12 =+−= yxy  

2. ( ) xyxy == ,2sinπ  

3. xyxy == ,2  
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4. xyxy 2,2 ==  

5. ( )400,sin,cos π≤≤=== xxxyxy  

6. ( )202,0,sin2 ππ ≤≤=== xxyxy  

7. 1,1, === xyey x  

8. exyxy === ,0,ln  

9. 1,1,
2 === xy
x

y  

10. ( )22,0,cos2 ππ ≤≤−== xyxy  

 
Задача№8 

Вычислить длину дуги заданной кривой  

1. 30,2
2

≤≤= xxy  

2. 52,22 ≤≤−= xxxy  

3. 41,52 ≤≤−+= xxy  

4. ( ) 82,12
3

1 3 ≤≤−= xxy  

5. 30,1
2

2

≤≤+= x
x

y  

6. 52,
3

4 ≤≤= xxy  

7. ( ) 53,32
3

2 3 ≤≤−= xxy  

8. 63,62 2 ≤≤−= xxxy  

9. 51,23 ≤≤+= xxy  

10. ( ) 42,1
2

1 3 ≤≤+= xxy  

Задача№9 
Вычислить несобственные интегралы или доказать их 

расходимость 
1.  

а) ∫
∞

+
0

4 116x

xdx
;                          б) ∫ −

1

0
3 42 x

dx
 

2. 
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а) ∫
∞

+0
4

3

116x

dxx
;                      б) ∫ +−

3

1
2 96xx

dx
 

3. 

∫
∞

−

0

3 dxe x ;                                   б) ∫ −

1

0
3 5

4

1 x

dxx
 

4. 

а) ∫
∞

+
1

2 )ln1(

4

xx

dx
;                    б) ∫

π

π
2

7 2cos

sin

x

xdx
 

5. 

а) ∫
∞

+−
0

2 122 xx

dx
;                   б) ∫ −

1

2
1

9

4

21 x

dxx
 

6. 

а) ∫
∞

−
++

1
2 54xx

xdx
;                     б) ∫ −

1

0
41

2

x

xdx
 

7.  
 

а) ∫
∞

−1
4 116x

xdx
;                        б) 

( )∫
−

3

1
3 53 x

dx
 

8. 

а) ∫
∞

+−
1

2 299 xx

dx
;                   б) ∫ −

4
1

0
9 41 x

dx
 

9. 

а) ∫
∞

−
2

)1(ln
e

xx

dx
;                        б) 

( )∫
−

4

0
4 3216

10

x

xdx
 

10. 

∫
∞

−

1

2 dxe x ;                                       б) ∫
π

π
2

3

cos

sin3

x

xdx
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Приложение А -  Таблица неопределенных интегралов 
 

1. ∫ ≠+
+

=
+

);1(
1

1

nC
n

x
dxx

n
n          ;ln Cx

x

dx +=∫  

∫ +−= ;
1

2
C

xx

dx
   ;2 Cx

x

dx +=∫        ∫ += Cxxdxx
3

2
 

2. ∫ += Cedxe xx                    C
a

a
dxa

x
x +=∫ ln

  

3. ∫ +−= ;cossin Cxxdx                 ∫ += Cxxdx sincos ; 

∫ +−= ;cosln Cxtgxdx                ∫ += ;sinln Cxctgxdx   

∫ +−= ;
sin2

Cctgx
x

dx
                    ∫ += ;

cos2
Ctgx

x

dx
     

∫ += ;
2

ln
sin

C
x

tg
x

dx
                     C

x
tg

x

dx +






 +=∫ 24
ln

cos

π
 

4.    ;
1

22
C

a

x
arctg

axa

dx +=
+∫  ;ln

2

1
22

C
xa

xa

axa

dx +
−
+=∫

−
                                  

;ln
2

1
22

C
xa

ax

aax

dx +
+
−=

−∫     

5.    ∫ +++=
+

;ln 2

2
Caxx

ax

dx
   C

a

x

xa

dx +=∫
−

arcsin
22

 

 6.  

Cxa
2

x

a

x
arcsin

2

a
dxxa

;Caxxln
2

a
ax

2

x
dxax

22
2

22

222

+−+=−

+++++=+

∫

∫
  

Если ∫ += CxFdxxf )()( , то CbaxF
a

dxbaxf ++=+∫ )(
1

)(  

 
Рекуррентные формулы 

 

7. ∫∫
−−= xdxnxxx nnn 1lnlnln   

8. ∫ ∫
−

−
−

−
= xdxtg

n

xtg
xdxtg n

n
n 2

1

1
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9. ( ) ( )∫∫ −−
+−

−+
+−

=
+

12122 )1(2

32

))(1(2 nnn
ax

dx

na

n

axna

x

ax

dx
 

10. xdx
n

n
xx

n
xdx nnn

∫∫
−− −+⋅−= 21 sin

1
sincos

1
sin                                                         

xdx
n

n
xx

n
xdx nnn

∫∫
−− −+⋅= 21 cos

1
cossin

1
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Тригонометрические формулы (для преобразования 
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