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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Учебное издание «Механика. Колебания. Волны. Конспект лекций 
для бакалавров» написано в соответствии с рабочей программой по физике 
для студентов технических вузов, составленной согласно ФГОС ВО-3+. 
Необходимость издания данного пособия вызвано вводом нового стандар-
та обучения и единого государственного экзамена в школе, что суще-
ственно изменило уровень подготовки абитуриентов по физике. Совре-
менная система оценки знаний основана на компетентностном подходе, 
одной из важных составляющих которой является текущая оценка знаний 
студентов. Все это вызвало потребность в подготовке учебного пособия 
уменьшенного объема благодаря краткости изложения и тщательного от-
бора изучаемого материала. 

Данное издание, прежде всего, предназначено для подготовки сту-
дентов дневной и заочной форм обучения к лабораторным и практическим 
занятиям по теме «Механика» в первом семестре. Материалы могут также 
быть использованы для подготовки к коллоквиуму и экзамену по физике,  
при решении контрольных работ студентами-заочниками. 

Для улучшения усвоения изучаемого материала все основные поня-
тия, определения и законы механики в пособии четко выделены отдель-
ным шрифтом. Формулы, определяющие физические величины и устанав-
ливающие связь между ними,  а также выражающие основные законы ме-
ханики, обведены рамками. Большое количество рисунков, подробные 
пояснения математических выводов, разъяснение физического смысла по-
нятий и законов будет способствовать их лучшему пониманию. 

Разделы, напечатанные мелким шрифтом можно пропустить. 
В конце конспекта помещено несколько приложений, в т.ч. матема-

тическое. Оно содержит сведения по тригонометрии, векторной алгебре, 
дифференциальному и интегральному исчислению, которые помогут сту-
денту разобраться в математических доказательствах изучаемых физиче-
ских законов. 

Авторы надеются, что данное учебное издание будет ценным вспо-
могательным материалом наряду с традиционными учебниками и поможет 
студентам успешно усвоить законы механики. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Механика – это наука о механическом движении тел и происходя-
щих при этом взаимодействиях между телами. Под механическим движе-
нием понимают изменение взаимного положения тел или их частей в про-
странстве с течением времени. В механике рассматриваются взаимодей-
ствия тел (действия тел друг на друга), приводящие к изменению движе-
ния этих тел или их деформации. 
 Механика, как часть физики, относится к естественным наукам. Ча-
сто под механикой понимают так называемую классическую механику, в 
основе которой лежат законы Ньютона. Она изучает движение макроско-
пических материальных тел при скоростях малых по сравнению со скоро-
стью света. Движение частиц со скоростями, сравнимыми со скоростью 
света, изучает теория относительности, а движение частиц микромира изу-
чается в квантовой механике. 
 По характеру решаемых задач механика состоит из трех разделов. 
 1. Кинематика изучает движение тел без учета их взаимодействия с дру-
гими телами. Основной задачей кинематики является нахождение коорди-
нат тела и его скорости в любой момент времени. 
 2. Динамика изучает движение тел с учетом их взаимодействия с други-
ми телами, т.е. здесь изучаются, главным образом, причины движения тел. 
 3. Статика изучает условия равновесия тел. 
 При описании движения тела в механике рассматривается модели 
этого тела: материальная точка, абсолютно твердое тело, сплошная среда и 
др. Эти понятия позволяют при изучении движения тела соответственно 
пренебречь или его размерами, или деформацией, или атомно-
молекулярной структурой.  В соответствии с этим выделяют механику ма-
териальной точки или системы материальных точек, механику абсолютно 
твердого тела, механику сплошных сред и др. 
 Механика тесно связанна с другими разделами физики. Многие по-
нятия и методы механики при соответствующих обобщениях находят 
применения в молекулярной физике, электродинамике, оптике, теории 
относительности, квантовой механике и др. 
 Особенно большое влияние механика оказывает на развитие техни-
ки. Такие общетехнические и специальные дисциплины, как сопротивле-
ние материалов, кинематика механизмов, гидравлика, динамика машин и 
механизмов, теория гироскопических устройств и приборов, баллистика, 
строительная механика, ряд разделов технологии и многое другое. Все эти 
дисциплины пользуются уравнениями и методами теоретической механи-
ки. Таким образом, механика является одной из основ развития многих 
областей современной науки и техники. 
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1 КИНЕМАТИКА 
 

1.1 Механическое движение. Материальная точка. 
Абсолютно твердое тело. Система отсчета. Радиус вектор. 

Траектория. Путь. Перемещение 
 

Механическое движение - это изменение взаимного расположения 
тел или их частей в пространстве. Совокупность тел, выделенных для 
рассмотрения, называется механической системой. Тело, размерами ко-
торого в условиях данной задачи можно пренебречь, называется матери-
альной точкой или частицей. Это простейшая модель тела, упрощающая 
математическое описание его движения. Другая модель - абсолютно 
твердое тело - тело, деформациями которого в условиях данной задачи 
можно пренебречь. Абсолютно твердое тело можно рассматривать как 
состоящее из огромного числа (теоретически - из бесконечного) матери-
альных точек, взаимное расположение которых не изменяется. 

Изменение положения данного тела можно указать только по отно-
шению к другому телу. Для описания движения необходимо так же опре-
делять время. Тело, по отношению к которому рассматривается движе-
ние других тел, называется телом отсчета. Тело отсчета и отсчитываю-
щие время часы называют системой отсчета. Относительность движе-
ния заключается в том, что движение данного тела относительно различ-
ных систем отсчета имеет разный характер. Например, человек, сидя-
щий в движущемся поезде, покоится относительно вагона и движется от-
носительно Земли. 

Начнем изучение механики с кинематики материальной точки (ча-
стицы). Для количественного описания движения частицы нужно с телом 
отсчета связать систему координат. В прямоугольной декартовой системе 
координат положение частицы в пространстве задается ее координатам x, 
y, z. Для простоты будем рассматривать движение в плоскости, используя 
двумерную систему координат с осями координат x и y. В этом случае по-
ложение частицы в пространстве определяется двумя ее координатами x и 
y. Радиус-вектором точки называется вектор, проведенный из начала ко-
ординат в данную точку (рис.1.1а, радиус-вектор r

r
 проведен в точку с 

координатами x,y). Таким образом, положение частицы можно задавать ее 
радиус-вектором r

r
. Из рис. 1.1а видно, что проекции xr  и yr  радиус-

вектора r
r

 на оси координат равны координатам x и y частицы соответ-
ственно: xrx = ; yry = . Т.к. yyxx ererr rrr

+=  (см. математическое при-

ложение (МП), пункт II.7), то радиус-вектор частицы в момент времени t  
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связан с ее координатами x и y в тот же момент времени соотношением: 

 yx eyexr rrr
+= ,          (1.1) 

где xer  и yer  - единичные векторы (орты) координатных осей x и y соот-

ветственно, причем 1== yx ee rr
. 

На рис 1.1б радиус-вектор 1r
r

 проведен в начальное положение ча-
стицы (в момент времени t1), 2r

r
- в конечное положение (в момент времени 

2t ). Линия, которую описывает частица при своем движении, называется 
траекторией (рис. 1.1б). Длина пути (путь) S - расстояние, пройденное 
частицей вдоль траектории. Перемещение rrD  - вектор, соединяющий 
начальное (в момент времени 1t ) и конечное (в момент времени t2 ) поло-
жение частицы (рис. 1.1б). В соответствии с правилом вычитания векто-
ров (см. МП, п. II.3) 

12 rrrΔ rrr
-= , 

т.е. перемещение равно приращению радиус-вектора (см. п. I.4 МП). 
 

 
 

1.2 Средняя и мгновенная скорости. Модуль скорости. 
Проекции скорости. Уравнение пути 

 
 Быстрота и направление движения частицы характеризуются век-
торной величиной u

r
, называемой скоростью. Средняя скорость u

r
 за 

промежуток времени ∆t=t2-t1 равна отношению перемещения rrD  к про-
межутку времени ∆t, за который оно произошло:  
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Δt

rΔυ
r

r
= .           (1.2) 

Чем меньше промежуток времени ∆t в формуле (1.2), тем ближе 
значение средней скорости к скорости u

r
 в данный момент времени t. В 

пределе при стремлении ∆t к нулю отношение в правой части (1.2) дает 
скорость в момент времени t (мгновенную скорость):  

 
t
r

lim
t D

D
=

®D

r
r

0
u .            (1.3) 

Т.о. мгновенная скорость равна пределу (lim) при ∆t стремящемся к нулю 
(∆t→0) отношения перемещения rrD  к промежутку времени ∆t, за кото-
рый оно произошло. Сравнивая (1.3) с определением производной (МП, 
п.III.1), можно сделать вывод, что скорость в момент времени t - мгновен-
ная скорость равна первой производной от радиус-вектора по времени: 

 dt
rdrr

=u .           (1.4) 

Из (1.2) и (1.3) следует, что скорость направлена так же, как пере-
мещение rrD . Т.к. при ∆t®0 вектор перемещения rrD  стремится устано-
виться по касательной к траектории (рис. (1.2), сравни с п.III.1 МП), то, 
следовательно, и вектор скорости u

r
 направлен по касательной к траек-

тории. 
Подставим в (1.4) выражение (1.1) для радиус-вектора: 

      yxyx e
dt
dye

dt
dx)eye(x

dt
dυ rrrrr

+=+= .        (1.5) 

Выразим скорость u
r

 через ее проекции ux и 
uy: 
                      yyxx ee rrr

uuu += .                     (1.6) 
Из сравнения уравнений  (1.5) и (1.6) видно, 

что проекции скорости равны производным от соответствующих коор-
динат по времени: 

        dt
dx

x =u  ;  dt
dy

y =u .                (1.7) 

Найдем модуль скорости как модуль выражения (1.3): 

Δt
rΔ

Δt
rΔυυ

tt

rr
r

limlim
00 ®D®D

==º . 
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Из рис. 1.2 видно, что модуль вектора перемещения rrD , т.е. его длина, 
стремится  к длине дуги траектории, которая “ограничивает“ вектор. Сле-
довательно, при ∆t®0 модуль перемещения равен пути: ΔSrΔ =

r
, а вы-

ражение для модуля скорости принимает вид: 

         
Δt
ΔSυ

Δt
lim

0®
= ,                                              (1.8) 

Т.о. модуль скорости равен первой производной от пути по времени: 

              
dt
dSυ = .                                                 (1.9) 

Модуль скорости можно выразить через проекции скорости (рис. 1.3): 
22
yx uuu += . 

 

                    
                                                                                          

 
Найдем путь, пройденный частицей за промежуток времени от t1 до 

t2, зная зависимость u(t) скорости частицы от времени (рис.1.4). Для этого 
интервал времени от  t1 до t2 разобьем на малые промежутки ∆ti. Тогда из 
(1.8) следует, что путь, пройденный за время ∆ti.: iii tS D»D u . Весь путь S 
равен сумме путей за малые промежутки времени: 

å å D=D» iii tSS u . 
Чем меньше промежутки ∆ti,  тем точнее мы найдем путь (см.  МП раздел 
IV), поэтому при ∆ti®0 сумма переходит в интеграл: 

òå ==
®

2

1

lim
0

t

t
ii

Δt
υ(t)dtΔtυS

i

. 

Отметим, что это уравнение можно получить чисто математически. Из 
(1.9): dS=u(t) dt. Проинтегрируем это равенство, считая, что S=0 
в момент времени t1, а к моменту времени t2 пройден путь S: 
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ò=ò
2

10
)(

t

t

S
dttdS u . 

Т.к. ò =
S

SdS
0

, то получим уравнение пути: 

    ò=
2

1

t

t
υ(t)dtS .                                        (1.10) 

Из геометрического смысла интеграла (см.  МП,  п.  IV.1) следует,  что путь 
равен площади под графиком скорости. 
Пример. Путь при равномерном движении. Равномерным называется 
движение, при котором частица за равные промежутки времени прохо-
дит равные пути. При таком движении модуль скорости u  постоянен (не 
изменяется с течением времени). Если u = const, то в правой части уравне-
ния (1.10) u  можно вынести за знак интеграла: 

Δtυ)t(tυtυdtυS
t

t
t
t ×=-×=ò ×== 12

2

1
1
2 . 

Если принять t1=0 и t2=t, то получим уравнение пути для равномерного 
движения: 

S=ut. 
 

1.3 Ускорение. Нормальное и тангенциальное ускорения 
 

 Скорость при движении тел может меняться как по величине, так и 
по направлению (рис. 1.5): 12 uuu

rrr
-=D  - изменение скорости 

за время tD . Быстроту изменения скорости характеризуют ускорением: 

                 2

2

0
lim

dt
rd

dt
υd

Δt
υΔa

Δt

rrr
r

===
®

,         (1.11) 

Таким образом, ускорение равно первой произ-
водной от скорости или второй производной 
от радиус-вектора по времени. Вторая произ-
водная в (1.11) обусловлена тем, что скорость 
есть первая производная от радиус-вектора. 

 Из (1.11) следует, что ускорение ar  
направлено так же, как u

r
D  при ∆t®0. На рис. 

1.5 видно, что вектор ar  направлен в сторону 
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вогнутости траектории. 
Подставим в (1.11) выражение (1.6) вектора u

r
 через его проекции и 

учтем, что производная от суммы функций равна сумме производных: 

          y
y

x
x

yyxx e
dt

d
e

dt
d)ee(

dt
da rrrrr uu

uu +=+= .              (1.12) 

Запишем вектор ar   через его проекции xa  и ya : 

 yyxx eaeaa vrr
+= .            (1.13) 

Сравнивая правые части выражений (1.12) и (1.13) и учитывая (1.7), нахо-
дим, что  

   2

2

dt

xd
dt

xd
xa ==

u
, 2

2
y

y dt
yd

dt
d

a ==
u

.                     (1.14) 

Т.о. проекции ускорения равны первым производным от соответству-
ющих проекций скорости или вторым производным от соответствующих 
координат по времени. 

Из (1.11) получим единицу измерения ускорения:    [ ] 2с
мс

с
мa == . 

Малый участок криволинейной траектории всегда можно предста-
вить как дугу окружности радиуса R (рис.  1.6).  Этот радиус называется 
радиусом кривизны траектории в данной точке.  Центр окружности  
(точка О) называется центром кривизны траектории. Из сказанного выше 
следует, что вектор ar  всегда направлен в сторону центра кривизны. Раз-

ложим вектор ar  на две составляющие (рис. 
1.6): одна из них nar  направлена по радиусу 

кривизны, вторая tar  -  по касательной к тра-
ектории (т.е. перпендикулярно радиусу кри-
визны). Тогда ускорение (в данном случае его 
называют полным ускорением) 

                taaa n

rrr
+= .                   (1.15) 

Составляющая nar  называется нормальным 
(или центростремительным) ускорением и 
характеризует быстроту изменения направ-

ления вектора скорости. Модуль нормального ускорения 

                                                    
R

an

2u
= .                                              (1.16) 
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Составляющая tar  называется тангенциальным (или касательным) уско-
рением и характеризует быстроту изменения величины скорости. Мо-
дуль тангенциального ускорения равен первой производной от модуля 
скорости по времени: 

 
dt
da u

t = .            (1.17) 

Из рис. 1.6, используя теорему Пифагора, находим модуль полного уско-
рения: 

      22
taaa n +=                        (1.18) 

 
Примеры 

1. Прямолинейное движение: радиус кривизны 
траектории R® ¥. Из (1.16) получим: 

τn aaa rr
=Þ= 0 , т.е. полное ускорение равно 

тангенциальному. 
2. Криволинейное движение с постоянной по ве-
личине скоростью u = const. 

nτ aa
dt
dυa rr

=Þ== 0 , 

т.е. полное ускорение равно нормальному. 
3. Равнопеременное движение: ar = const  => Проекции ускорения 

constconst yx a   ; a ==
rr

. 
Пусть в начальный момент времени (t=0) частица имела скорость 

0u
r

 и находилась в точке с координатами 00 , yx . Из (1.14)  dtad xx =u . 
Проинтегрируем левую и правую части этого выражения: 

Þ=-Þ= òò tadtad xxx
t

xx
x

x

0
00

uuu
u

u
 

 taxxx += 0uu .                                        (1.19) 

Аналогично для оси y:             ta yyy += 0uu .                                 (1.20) 

Выразим из (1.7) dtdx xu= .  Проинтегрируем левую и правую части этого 
выражения с учетом (1.19): 
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Þ=ò ò
x

x

t

t
xdtdx

0

2

1

u  Þ+=- ò dttaxx
t

xx )(
0

00 u Þ+=- × 2

2

00
tatxx x

xu  

       
2

2

00
tatxx x

x ++= ×u .            (1.21) 

Аналогично для оси y: 

                  
2

 
2

00

ta
tyy y

y +×+= u .          (1.22) 

Уравнения (1.19–1.22) позволяют найти ско-
рость u

r
 и координаты x, y частицы в любой 

момента времени t, если известны ее началь-
ная скорость 0u

r
, начальные координаты 

00 , yx  и ускорение ar . 
Например, пусть тело брошено с высоты 

h со скоростью u0 под углом a к горизонту 
(рис.1.7). В данном случае ускорение тела рав-
но ускорению свободного падения: ga rr

=  и 
направлено вертикально вниз (g=9,81м/с2). Из 
рисунка 1.7 видно, что  

x0=0; y0=h; ax=0; ay=-g, 
auuauu sincos 000 == oyx  ;   .  

Поэтому формулы (1.19–1.22) принимают вид: auu cos0=x , 
gty -= auu sin0 , 

2
sin;cos

2

00
gtthytx -×+=×= auau  

 
1.3а Вывод формул для тангенциального и нормального ускорений 

 
Пусть частица движется по криволинейной траектории с переменной скоростью. При 

этом изменяются и величина, и направление скорости. На рис. 1.8а для двух последователь-
ных моментов времени показаны векторы скорости 1u

r  и 2u
r  частицы, а также сонаправлен-

ные с ними единичные векторы 1t
r

 и 2t
r

 - орты вектора скорости. Выразим вектор скорости 

u
r  через его модуль u  и орт t

r
, как tuu

rr
×= , и подставим в (1.11): 

       
dt
d

dt
d

dt
d

dt
da tuuttuu

r
rr

r
r

+===  )( .                            (1.23) 
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Первое слагаемое в (1.23) есть вектор тангенциального ускорения tar :  

dt
d

a
u

tt
rr

= . 

Следовательно, вектор tar  направлен по касательной к траектории так же как орт t
r

 и век-

тор скорости u
r

. Т.к. вектор t
r

 - единичный, то модуль тангенциального ускорения 

dt
da u

t = . 

Второе слагаемое в (1.23) есть нормальное ускорение na
r

: 

 
dt
dan

tu
r

r
= .            (1.24) 

Найдем производную от единичного вектора t
r

 (рис. 1.8б). По определению: 

Δt
ττ

limdt
τΔ

limdt
τd

Δ tΔ t

12

00

rrrr
-

==
®®

. 

Направим единичный вектор 1nr  так же как вектор tD
r

(рис. 1.8б). Тогда: 

1nΔττΔ rr
×= , 

где tD  -  модуль вектора tD
r

. Учитывая, что ∆t®0, т.е. Dj - мал, длину tD  можно 
найти как длину дуги окружности с радиусом t1=t2=t=1 и центральным углом Dj  (рис. 
1.8б): ∆t=t∆j=∆j   (т.к. t =1).  

Таким образом:               
Δt

n  Δ
limdt

τd
Δt

1

0

rr j
®

=  

При ∆t®0 вектор 1nr  стремится к направлению, совпадающему с радиусом кривизны R: 

n
Δt
Δ

limdt
τdnn

Δt

r
r

rr
×=Þ®

®

j
0

1 . 
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Из рис. (рис. 1.8а) видно, что путь     RSRS DjDjDD =Þ=  

Подставим Dj в уравнение для dtτdr : 

n
R
υ

Δt
ΔS

limn
R

n
RΔt

ΔS
limdt

τd
ΔtΔt

rrr
r

==××=
®® 00

11
. 

Подставим полученное выражение для dtτdr  в (1.24): 

n
R

n
R

an
rrr

2uu
u =×=  

Т.е. вектор nar  направлен по радиусу кривизны и равен по модулю R2u . 
 

1.4 Вращательное движение. Угловая скорость. Угловое ускорение. 
Период, частота. Связь между линейными и угловыми величинами 

 
 Вращательное движение – это движение, при котором все точки 
твердого тела движутся по окружностям, центры которых лежат на 
одной прямой, называемой осью вращения. При таком движении все точки 
тела за одно и то же время поворачиваются на одинаковый угол. Поэтому 
в случае вращательного движения изменение положения тела и каждой его 
точки характеризуют углом поворота Dj  (в радианах). Угол поворота 
удобно представить в виде вектора j

r
D  (рис.1.9): вектор j

r
D  численно 

равен углу поворота Dj и направлен вдоль оси вращения согласно прави-
лу правого винта. При вращении правого винта (буравчика) направление 
поступательного перемещения буравчика совпадает направлением вектора 

j
r

D . 
 Быстроту вращения тела характеризуют угловой скоростью w

r
, 

которая равна первой производной от угла поворота по времени: 

        
dt
d  ;   ω

dt
dω jj

==
r

r
.      (1.25) 

Вектор w
r

 направлен по оси враще-
ния в соответствии с правилом пра-
вого винта так же,  как и вектор j

rd  

(т.е. j
r

D  при Dt®0) (формула (1.25) 
и рис. 1.9). Вращение с постоянной 
угловой скоростью называется рав-
номерным. В этом случае:  
    



15 

t
ω j

= ,             (1.26) 

где j - угол поворота за время t.  
Равномерное вращательное движение характеризуют периодом и 

частотой вращения. Период вращения Т - это время, за которое тело 
совершает один оборот: 

N
tT = ,                                    (1.27) 

где N – число оборотов за время t. Частота вращения n равна числу обо-
ротов за единицу времени: 

    
t
Nn = .                       (1.28) 

Из (1.27) и (1.28) вытекает связь частоты и периода: 

Т
n 1= .                        (1.29) 

За время t=T тело совершает один оборот, поворачиваясь при этом 
на угол 360◦, которому в радианах соответствует угол j =  2p. С учетом 
этого из (1.26) и (1.29) следует связь между угловой скоростью, перио-
дом и частотой вращения: 

n
T
πω p22 ==                        (1.30) 

Следует отметить, что понятия периода Т и частоты n можно использовать 
и для неравномерного вращательного движения, принимая за эти величи-
ны те значения,  которые имела бы точка,  вращаясь равномерно с данным 
значением мгновенной угловой скорости w. Из (1.25), (1.27) и (1.28) сле-
дуют единицы измерения угловой скорости, периода и частоты вращения 
соответственно: 

[w]=рад/с, [T]=c; [n]=1/с=с-1. 
 Вектор угловой скорости w

r
 может изменяться как из-за изменения 

быстроты вращения вокруг оси (при изменении величины угловой скоро-
сти), так и вследствие поворота оси вращения (т.е. изменяется направление 
вектора w

r
).  Пусть за время Dt вектор w

r
 изменился на w

r
D . Быстроту 

изменения угловой скорости характеризует угловое ускорение e
r

, кото-
рое равно первой производной от угловой скорости или второй производ-
ной от угла поворота по времени: 

 2

2

0 dt
d

dt
ωd

Δt
ωΔ

lim
Δt

je
rrr

r
==º

®
                      (1.31) 
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Если ось вращения не меняет своего направления, то изменение угловой 
скорости w

r
 обусловлено только изменением ее величины w. Следова-

тельно, при вращении вокруг неподвижной оси из (1.31) получим, что мо-
дуль e углового ускорения: 

2

2

dt
d

dt
dω je ==                       (1.32) 

В этом случае, при увеличении величины w вектор w
r

D  совпадает с век-
тором w

r
 (рис 1.10), при уменьшении – противоположен (рис. 1.11). Из 

сказанного и выражения (1.31) следует, что угловое ускорение e
r

 направ-
лено так же, как угловая скорость w

r
 при ускоренном вращении, и проти-

воположно направлению w
r

 при замедленном. Из (1.32) получим единицу 
измерения углового ускорения: [ ] 2c/рад=e . 
 

 
 

Найдем связь линейных характеристик движения (u, a, na , ta ) с 

угловыми (w, e). Из рис. 1.12 видно, что при повороте тела на угол dj  
точка тела, находящаяся на расстоянии R от оси вращения, проходит по 
дуге окружности путь 

d S = dj×R. 
Разделим это выражение на dt: 

R
dt
d

dt
dS j

= . 

Откуда с учетом формул (1.9) и (1.25) запишем связь линейной u и угло-
вой w скоростей: 
 u=wR.            (1.33) 

Подставим (1.33) в (1.16): 
R
R

R
an

222 wu == . Сократив это выражение на R, 

получим связь нормального ускорения na  с угловой скоростью w: 

 an= w 2R,                    (1.34) 
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Возьмем производную от выражения (1.33) с учетом того, что ради-
ус R=const и его можно вынести за знак производной: 

dt
dωR

dt
d

×=
u

. 

Отсюда, используя формулы (1.17) и (1.31), находим связь тангенциаль-
ного ta  и углового e ускорений: 

   Rτa ×= e  .                                            (1.35) 

Подставив (1.34) и (1.35) в (1.18), выразим полное ускорение a через  уг-
ловые величины w и e: 222 R)(R)(ωa ×+×= e  или 

    24 e+= ωRa . 
Пример: равноускоренное вращательное движение (e=const). 

Из (1.31) выразим Þ×= dtdω e ò ò Þ×=
ω

ω

t
dtdω

0 0
e w-w0=et.  

Откуда уравнение угловой скорости для равноускоренного вращения:  
 w=w0+et ,                       (1.36) 

где w0 –  начальная угловая скорость,  w -  угловая скорость в момент вре-
мени t. Выразим из (1.25) dj  и проинтегрируем с учетом (1.36): 

Þ×+=Þ×= òò
t

t)dtβ(ωddtωd
0

0
0

j

j

jj Þ
×

+=-
2

2

00
ttω e

jj  

                    
2

2

0
ttωΔ ×

+=
ej  или 

2

2

00
ttω ×

++=
e

jj .                   (1.37) 

Выражение (1.37) представляет собой уравнение угла поворота j  для 
равноускоренного вращения. 
 

2 ДИНАМИКА 
 

2.1 Первый закон Ньютона. Инерциальные системы отсчета. 
Сила. Масса. Второй закон Ньютона. Импульс. 

Третий закон Ньютона. Понятие состояния 
 

Первый закон Ньютона: если на тело не действуют другие тела, 
то тело находится в состоянии покоя или равномерного прямолинейного 
движения. Системы отсчета, в которых выполняется первый закон Ньюто-
на, называются инерциальными.  Любая система отсчета,  которая дви-
жется прямолинейно и равномерно относительно инерциальной системы, 
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будет также инерциальной. Следовательно, инерциальных систем отсчета 
существует бесконечное множество. Законы Ньютона выполняются только 
в инерциальных системах отсчета. Земля перемещается по криволинейной 
траектории относительно Солнца и вращается вокруг своей оси, т.е. дви-
жется с ускорением. Поэтому система отсчета, связанная с Землей не явля-
ется инерциальной. Однако ускорение Земли настолько мало, что в боль-
шинстве случаев такую систему отсчета можно считать практически инер-
циальной. 

Сила - это векторная величина, характеризующая меру воздей-
ствия на данное тело со стороны других тел. Если на тело действует не-
сколько сил (т.е. несколько тел), то действие этих сил можно заменить 
действием одной силы, которую обычно  называют результирующей (рав-
нодействующей, суммарной) силой:  
 å=+++= in FF...FFF

rrrrr

21  ,              (2.1) 

где ` 1F
r

, 2F
r

, ... nF
r

 - силы, действующие на тело, ` F
r

- результирующая 
сила. Используя понятие силы, для первого закона Ньютона можно запи-

сать: если ` 0=F
r

, то 0=ar . 
При действии на частицу силы ее скорость меняется. Под действием 

одной и той же силы изменение скорости разных тел различно. Чем мень-
ше изменение скорости, тем больше инертность тела, т.е. меньше реакция 
на внешнее воздействие. Количественная мера инертности тела называ-
ется массой.  За единицу массы в системе СИ принята масса эталонного 
тела,  которое хранится в Международном бюро мер и весов.  Эта единица 
называется килограмм (кг). 

Второй закон Ньютона: в инерциальной системе отсчета ускоре-
ние частицы прямо пропорционально силе, действующей на частицу, и 
обратно пропорционально массе частицы: 

                
m
Fa
r

r
=  ,                          (2.2) 

где å= iFF
rr

 - результирующая всех сил, действующих на частицу,  
m – масса частицы. Из второго закона Ньютона следует, что вектор уско-
рения направлен в ту же сторону, что и результирующая сила (т.к. в меха-
нике всегда m>0). Из (2.2) следует, что  

             amF rr

= ,                                      (2.3) 
а единица измерения силы (ньютон): [F]=1H=1кг×1м/с2. 

Подставим в (2.3) выражение (1.11) для ускорения: 
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dt
υmd

amF
r

rr

== . 

Т.к. в классической механике масса тела величина постоянная (m=const), 
то ее можно внести под знак производной:  

 
dt

)m(dF u
r

r

= .               (2.4) 

Произведение массы тела на его скорость называют импульсом 
тела: u

rr mp = .              (2.5) 
Формула (2.5) определяет импульс материальной точки (частицы) или те-
ла, движущегося поступательно (когда все точки тела имеют одинаковую 
скорость). С учетом (2.5) выражение (2.4) принимает вид: 

 
dt
pdF
r

r

= .               (2.6) 

Мы получили другую формулировку второго закона Ньютона: действу-
ющая на частицу сила равна первой производной от импульса частицы по 
времени, или сила равна скорости изменения импульса. 

В частном случае при 0=F
r

 из (2.2) следует 0=ar , т.е. результат 
совпадает с первым законом Ньютона. Несмотря на это первый закон фор-
мулируют независимо от второго, т.к. в нем постулируется (утверждается) 
существование инерциальных систем отсчета. 
Всякое действие тел друг на друга носит характер взаимодействия. Если 
тело 1 действует на тело 2 с силой 21F

r

,  то и тело 2 действует на тело 1 с 

силой 12F
r

 (рис.2.5). Третий закон Ньютона утверждает, что силы взаимо-
действия двух тел равны по величине и противопо-
ложны по направлению: 

                 2112 FF
rr

-= .                             (2.7) 
Третий закон Ньютона справедлив только в инерци-

альных системах отсчета и при скоростях много меньших скорости света, 
т.е.  в рамках классической механики. 

Состояние механической системы характеризуют координатами 
и скоростями всех частиц этой системы (или величинами, связанными со 
скоростью - импульсом и т.п.). Состояние системы можно в принципе 
найти, решив уравнение (2.2) или (2.6). Таким образом, второй закон Нью-
тона позволяет, зная состояние системы в данный момент времени t0 и 
воздействие на систему F

r

(x,t), найти состояние системы в любой после-
дующий момент времени t.  В этом смысле этот закон является одним из 
основных в механике. 
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2.2 Силы в механике 
 
 В механике рассматриваются силы различной физической природы. 
Гравитационные силы – это силы притяжения между телами. Каждое 
тело создает вокруг себя гравитационное поле,  которое действует на дру-
гие тела. Гравитационное взаимодействие тел описывается законом все-
мирного тяготения, согласно которому сила F гравитационного притя-
жения двух частиц прямо пропорциональна произведению их масс и об-
ратно пропорциональна квадрату расстояния между ними (рис. 2.2):  

                               2
21

r
mmGF = ,                         (2.8) 

где G= 2211 кг/мН1067,6 ×× -  - гравитационная 
постоянная, m1 и m2 – массы частиц, r – расстоя-
ние между частицами. Закон всемирного тяготения 

(2.8) выполняется и для однородных сферических 
тел, в этом случае r – расстояние между центрами 
сфер. Действием сил всемирного тяготения обуслов-
лено движение планет вокруг Солнца, движение Лу-
ны и искусственных спутников Земли, движение тел 
вблизи поверхности Земли. Например, по закону все-
мирного тяготения (2.8) сила притяжения планеты и 
ее спутника (рис. 2.3): 

                   2h)(R
mMGF
+

= ,                         (2.9) 

где M и m – массы планеты и спутника соответственно, R – радиус плане-
ты, h -  высота спутника над поверхностью планеты.  

Одним из проявлений силы всемирного тяготения является сила 
тяжести - сила притяжения тела к Земле вблизи ее поверхности. Т.к. 
вблизи поверхности Земли все тела падают с одинаковым ускорением 
g=9,8 м/c2 – ускорением свободного падения, то согласно второму закону 
Ньютона (2.3) на тело действует сила тяжести 

   gmFТ

rr

= ,         (2.10) 

Эта сила направлена вертикально вниз и  примерно равна силе гравитаци-
онного притяжения тела к Земле: 

2R
mMGmg » Þ

2R
MGg » , 
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где m – масса тела, М – масса Земли, R – радиус Земли. Небольшое отли-
чие в силах обусловлено вращением Земли вокруг своей оси,  но в боль-
шинстве случаев этим различием можно пренебречь. Из последней форму-
лы видно, что ускорение свободного падения не зависит от массы тела. 
 Если тело положить на опору (или подвесить), то вследствие притя-
жения к Земле оно будет давить на опору или растягивать подвес.  Весом 
тела P

r

 называют силу, с которой тело действует на опору или подвес. 
Однако согласно третьему закону Ньютона опора или подвес тоже дей-
ствуют на тело. Сила реакции N

r

 - сила, с которой опора или подвес дей-
ствуют на тело.  С учетом третьего закона Ньютона можно записать,  что 
эти силы равны по величине и противоположны по направлению: 

                                                 N=P или PN
rr

-= .                                   (2.11) 

Т.к. вес и сила реакции приложены к 
разным телам (рис. 2.4а) – вес P

r

 к 
опоре, а сила реакции N

r

 к телу, то они 
друг друга уравновешивать не могут. 
Тело, лежащее на опоре (рис. 2.4б), 
находится в равновесии вследствие 
того, что сила реакции N

r

 уравнове-
шивает силу тяжести gmr . Вес P

r

 и 

сила реакции N
r

 всегда направлены 
перпендикулярно поверхности сопри-

косновения тела и опоры (рис. 2.4 и рис.2.6). 
Силы трения возникают при соприкосновении тел. Трение между 

поверхностями твердых тел называется сухим, трение между твердым те-
лом и жидкостью или газом - вязким. Различают трение скольжения - при 
относительном перемещении соприкасающихся тел и трение покоя – при 
попытке вызвать такое перемещение. 

Пусть на тело, лежащее на опоре (рис. 2.5), действует внешняя сила 
F
r

. Пока сила F
r

 мала по величине тело будет оставаться неподвижным. 
Это означает, что сила F

r

 уравновешивается силой трения покоя 
покоя
трF
r

, 

которая равна по величине и противоположна по направлению внешней 
силе F

r

, которой пытаются сдвинуть тело: 
 FF покоятр

rr

-= .            (2.12) 

      а         б  
   Рис. 2.4 
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Сила трения покоя может принимать значения от нуля до некоторой мак-

симальной величины F
r

max, при которой тело начнет скользить по опоре: 

max
покоя
тр FF

rr

££0 . Максимальная сила трения покоя F
r

max равна силе трения 

скольжения трF
r

. 

 
Сила трения скольжения не зависит от площади соприкасающихся 

тел и приблизительно пропорциональна силе нормального давления N, 
прижимающей трущиеся поверхности друг другу (рис. 2.6): 
 NFтр m= ,             (2.13) 

где m - коэффициент трения, зависящий от состояния трущихся поверхно-
стей. Сила трения скольжения направлена противоположно скорости тела 
вдоль границы соприкосновения тел. 

На тело, движущееся в жидкости или газе, действует сила трения, 
тормозящая его движение. При небольших скоростях сила трения про-
порциональна скорости u тела: 
 u

rr

rFтр -= ,             (2.14) 

где r –  коэффициент,  зависящий от формы и размеров тела,  а также от 
свойств среды, в которой оно движется. Знак минус показывает, что сила 
направлена противоположно скорости. При больших скоростях движения 
тела в среде сила трения прямо пропорциональна квадрату скорости тела. 

Под действием внешней силы возникает деформация тела – изме-
нение его размеров и формы. При упругой деформации после прекращения 
действия внешней силы тело принимает прежние размеры и форму. При 
неупругой (пластической) деформации первоначальные размеры и форма 
тела не восстанавливаются. Рассмотрим упругую деформацию пружины 
(рис. 2.7). Под действием внешней силы внF

r

 пружина получает удлинение 

x, в результате чего в пружине возникает упругая сила упрF
r

, уравновеши-
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вающая силу внF
r

. Согласно закону Гука сила упругости упрF
r

 прямо про-
порциональна деформации: 
                           Fx= -kx ,               (2.15) 
где Fx - проекция силы упругости` упрF

r

 
на ось «x», x - величина деформации 
(удлинение пружины), k – жесткость 
пружины, зависящая от материала, раз-
мера витка и длины пружины. Силами 
упругости являются силы реакции N

r

. 
По своей физической природе силы упругости являются электромагнит-
ными: при растяжении пружины возникают силы электрического притя-
жения между атомами, а при сжатии – силы отталкивания, стремящиеся 
вернуть пружину в недеформированное состояние. Силы трения также 
имеют электромагнитную природу: они возникают из-за электрического 
взаимодействия молекул соприкасающихся тел. 

 
2.3 Второй закон Ньютона для системы частиц и твердого тела. 

Центр масс системы. Импульс системы 
 
Рассмотрим систему, состоящую из двух частиц (рис. 2.8). Силы 

взаимодействия между телами системы называются внутренними (на 
рис. 2.8 это 12F

r

 и 21F
r

); силы, действующие на тела системы со стороны 

тел, не входящими в данную систему, называются внешними (силы 1F
r

, 

2F
r

). Запишем второй закон Ньютона (2.6) для первой и второй частиц со-
ответственно: 

dt
pdFF 1

121

r
rr

=+ , 
dt
pdFF 2

212

r
rr

=+ , 
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где 1рr  и 2рr  - импульсы частиц; 1F
r

 и 2F
r

 - результирующие внешних сил, 

действующих на частицы; 12F
r

 - сила, действующая на первую частицу со 

стороны второй (внутренняя сила), 21F
r

 -  сила,  действующая на вторую 
частицу со стороны первой (внутренняя сила). Сложим эти уравнения: 

    
dt
pd

dt
pdFFFF 21

211221

rr
rrrr

+=+++ .                    (2.16) 

Согласно третьему закону Ньютона (2.7) сумма внутренних сил 
02112 =+ FF

rr

. 
Кроме того, сумма производных в правой части выражения (2.16) равна 
производной от суммы. Поэтому (2.16) принимает вид: 

)pp(
dt
dFF 2121

rrrr

+=+  

Аналогичным образом можно доказать, что для системы из N ча-
стиц: 

 åå
==

=
N

i
i

N

i
i p

dt
dF

11

rr

,            (2.17) 

где iF
r

 - результирующая внешняя сила, действующая на i-ую части-

цу, ip
r

 - импульс i-ой частицы. Введем обозначения в (2.17): 
 

å
=

=
N

i
iвнешн FF

1

rr

 - сумма внешних сил, действующих на систему; 

å
=

=
N

i
iсист pp

1

rr
- импульс системы. Тогда второй закон Ньютона для си-

стемы частиц принимает вид: 

    
dt

pd
F

сист
внешн

r
r

= .                       (2.18) 

Этот закон утверждает, что производная от импульса системы по времени 
равна суме внешних сил, действующих на систему. 

Центром масс системы частиц называется точка пространства, 
положение которой определяется радиус- вектором центра масс: 

          
m

rm
r

N

i
ii

C

å
== 1

r

r
.                      (2.19) 
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Здесь im  - масса i-ой частицы, ir
r

- радиус-вектор i-ой частицы, å
=

=
N

i
imm

1
 

-  масса системы.  Отметим,  что в однородном поле силы тяжести центр 
масс совпадает с центром тяжести системы. 

Возьмём производную по времени от уравнения (2.19): 

( ) Þå=Þ÷÷
ø

ö
çç
è

æ å= rmdt
d

mdt
rd

m
rm

dt
d

dt
rd

ii
CiiС r
rrr

1  

 
dt
rdmmdt

rd i
i

C
rr

å=
1 ;              (2.20) 

где 
dt
rd С

С

r
r

=u  - скорость центра масс системы, а 
dt
rd i

i

r
r

=u  - скорость i-ой 

частицы. С учетом этих соотношений (2.20) принимает форму: 

        iiС m
m

uu
rr

å=
1

.                       (2.21) 

Т.к. iii pm rr
=u  - импульс i-ой частицы, то систiii ppm rrr

== åå u  -  
импульс системы. Поэтому выражение (2.21) преобразуется к виду: 

                                            
m

p
c

сист
r

r =u .                                         (2.22) 

Из (2.22) следует, что импульс системы равен произведению массы 
системы на скорость центра масс: 

           u
rr

m cpсист = .                       (2.23) 
Подставим (2.23) в (2.18): 

dt
d

mF
dt

)d(m
F C

внешн
C

внешн
uu
r

r
r

r

=Þ= . 

Т.к.  C
C a

dt
υd r
r

=  - ускорение центра масс, то получаем, что 

                                                  am cFвнешн
r

r

= .                                           (2.24) 
Т.е. второй закон Ньютона для системы частиц можно сформулировать 
следующим образом: сумма внешних сил, приложенных к системе, равна 
произведению массы системы на ускорение ее центра масс. 

Все полученные выше соотношения справедливы и для твердого те-
ла, т.к. его можно представить состоящим из большого числа частиц. Если 
тело является абсолютно твёрдым, то взаимное расположение его частиц 
при движении не изменяется. Следовательно, не меняется положение цен-
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тра масс частиц тела относительно самого тела. Таким образом, второй 
закон Ньютона (2.24)  описывает движение центра масс твердого тела –  
центр масс движется так, как двигалась бы материальная точка с массой, 
равной массе системы, под действием результирующей всех внешних сил, 
действующих на тело. Отметим, что уравнения (2.18), (2.23) и (2.24) спра-
ведливы и для системы твердых тел. 

 
2.4 Момент силы и момент импульса относительно точки и оси 

 
Момент силы характеризует способность силы вращать тело относи-

тельно точки или оси. Пусть к твердому телу в точке А приложена сила F
r

 
(само тело на рисунке не показано). Проведем из точки О в точку А радиус-
вектор rr  (рис.2.9). Момент силы M

r

 относительно точки О равен век-
торному произведению радиус-вектора rr  на силу F

r

: 

                   [ ]FrМ
rrr

×= ,            (2.25) 
Модуль момента силы относительно 
точки О 
                    M=rFsina,             (2.26) 
где a - угол между векторами rr  и 
F
r

. Плечом силы l  называется 
кратчайшее расстояние от точки 
О до линии действия силы. Из рис. 
2.9 следует, что asinr=l . С уче-
том этого выражение (2.26) прини-
мает вид: 

М=F l , 
т.е. модуль момента силы относительно точки равен произведению мо-
дуля силы на плечо силы. Направление вектора M

r

 определяется по прави-
лу векторного произведения векторов (см. п. II.9 МП): на рис. 2.9 пункти-
ром показана плоскость, в которой лежат векторы rr и F

r

, вектор M
r

 пер-
пендикулярен этой плоскости. 

Вращение тела вокруг оси Z определяет момент силы MZ относи-
тельно оси, который равен  проекции на ось Z момента силы M

r

 (2.25) 
относительно любой точки О, лежащей на оси. 

Рассмотрим более подробно вращение твердого тела вокруг непо-
движной оси Z (рис.2.10). Пусть сила F

r

 приложена к точке А тела (само 

тело на рисунке не показано). Силу F
r

 можно разложить на две составля-
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ющие: ||F
r

 - параллельную оси Z, , и ^F
r

 - перпендикулярную оси Z. Век-

тор ||F
r

 не может вращать тело, вращательное движение тела будет опре-

деляться составляющей ^F
r

. Разложим вектор ^F
r

 также на две составля-

ющие (рис. 2.11, ось Z перпендикулярна плоскости рисунка): RF
r

 - парал-

лельную радиусу R окружности, по которой движется точка А, и τF
r

 - пер-
пендикулярную радиусу и направленную по касательной к той же окруж-
ности, где R –  радиус вращения точки А - длина перпендикуляра, прове-

дённого от точки А к оси Z. При этом радиальная составляющая RF
r

 будет 
стремиться деформировать тело, а вызвать вращение может только каса-
тельная (тангенциальная) составляющая τF

r

. Чем больше R, тем «эффек-
тивнее вращательная способность» этой силы. Поэтому момент силы MZ 
относительно оси Z равен произведению касательной составляющей силы 

τF
r

 на радиус вращения R: 

              MZ=FtR                   (2.27) 
Опустим перпендикуляр от оси Z на линию,  вдоль которой действует со-

ставляющая ^F
r

 (рис.2.11). Плечо силы l  относительно оси Z – крат-
чайшее расстояние от оси Z до линии действия перпендикулярной состав-

ляющей силы ^F
r

. Из рисунка видно, что 
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ll ^^ =××==Þ= FRsinFRFMθsinR Z qt  
Следовательно, момент силы относительно оси Z: 
                                                l^== FRFM τz .                       (2.28) 

Момент импульса L
r

 частицы относительно точки О равен век-
торному произведению радиус-вектора rr , проведенного от точки О к 
частице, на импульс pr  частицы (рис.2.12): 

         [ ]prL rrr

=  .         (2.29) 
В соответствии с правилом вектор-
ного произведения вектор L

r

 (рис. 
2.12) перпендикулярен плоскости, в 
которой лежат векторы rr  и pr , а 
модуль момента импульса 
                lpsinrpL == a ,     (2.30) 
где l  - плечо импульса – крат-
чайшее расстояние от точки О до 
линии, вдоль которой направлен 
импульс. 

Момент импульса zL  ча-
стицы относительно оси Z равен проекции на эту ось момента импульса 
L
r

 относительно любой точки,  лежащей на оси.  Можно показать,  что для 
zL  выполняются соотношения подобные (2.28): 

                                      l^== pRpL τZ .                                   (2.31) 
Здесь смысл обозначений в аналогичен тем, что были приняты для момен-
та силы в (2.28). 
 

2.5 Момент импульса и момент инерции твердого тела 
относительно оси. Теорема Штейнера 

 
Рассмотрим движение частицы (материальной точки) массы m по 

окружности радиуса R вокруг неподвижной оси Z (рис. 2.13,ось Z перпен-
дикулярна плоскости рисунка). В этом случае скорость u

r
 и импульс 

u
rr mp =  частицы направлены по касательной к траектории. Поэтому каса-

тельная составляющая импульса tp  в формуле (2.31) равна модулю им-
пульса p: pp =t . С учетом этого момент импульса частицы относительно 
оси Z: 
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RmpRRpL τZ u=== . 
Так как Rwu = , где w - угловая скорость, 
то получаем, что 

           ωmRLz
2= .              (2.32) 

В выражении (2.32) величина 

                 2mRI =                    (2.33) 
называется моментом инерции материальной точки (частицы) относи-
тельно оси вращения, где R – расстояние от частицы до оси вращения. Из 
(2.32) и (2.33) следует, что 

wILz = ,                                   (2.34) 
т.е. момент импульса частицы относительно оси вращения равен произве-
дению момента инерции частицы на ее угловую скорость. 

Твердое тело можно рассматривать как совокупность большого чис-
ла частиц. Поэтому момент импульса тела Lz можно найти как сумму мо-
ментов импульсов всех частиц этого тела: 
              å= ziz LL ,            (2.35) 
где с учетом (2.34) и (2.33) момент импульса i – ой частицы тела 

Lz,i=I,iw=DmiRi
2w. 

Тогда момент импульса тела (2.35) можно представить в виде: 
                              å=å= wDw 2

iiiz RmIL ,                               (2.36) 

где Dmi и Ri - соответственно масса и радиус вращения i-ой частицы тела. 
Так как угловая скорость w всех точек твердого тела одинакова, то индекс 
«i» у w  в уравнении (2.36) не пишется. По той же причине в (2.36) можно 
вынести w за знак суммы: 

           åå ×=×= 2
iiiz RmIL Dww .                     (2.37) 

В выражении (2.37) величина I, равная сумме моментов инерции Ii всех 
частиц тела, называется моментом инерции тела относительно оси 
вращения: 

                               RmII iii
2å=å= D .                                     (2.38) 

Тогда из (2.37) и с учетом (2.38) получим: 
                                  LZ=Iw.                                                  (2.39) 

Таким образом, момент импульса тела относительно оси равен произве-
дению момента инерции тела на его угловую скорость. 
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 Для вычисления момента инерции тела его мысленно разбивают на 
частицы бесконечно малой массы dm (рис. 2.14). Согласно (2.33) момент 
инерции такой частицы 

                             2RdmdI ×= .                       (2.40) 
Тогда для нахождения момент инерции всего тела 
нужно просуммировать выражения (2.40) для 
всех частиц, что математически сводится к инте-
грированию. Поэтому момент инерции тела от-
носительно оси 
                   ò ×= dmRI 2 .                (2.41) 

В таблице 2.1 приведены моменты инерции IC 
некоторых однородных тел простой геометриче-
ской формы относительно осей, проходящих че-

рез их центры масс. Наиболее просто с помощью (2.41) получается форму-
ла для момента инерции кольца (см. рисунок в табл. 2.1). Т.к. все элементы 
кольца находятся на одинаковом расстоянии R от оси, то можно вынести R 
за знак интеграла: 

mRdmRdmRI ×==×= òò 222 . 
Таблица 2.1 

 
Тело Размеры тела Момент инерции Iс 

кольцо, обруч 
 

IС=mR2   

диск, цилиндр, 

стержень  

IС=mR2/2   

тонкий стержень 

 

IС=mℓ2/12  

прямоугольная пла-

стина 
 

IС=m(a2+b2)/12 

 
 Из (2.38) следует, что момент инерции тела I зависит от положения 
оси вращения относительно тела: для различных осей расстояние Ri от i-
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ой частицы тела до этих осей будет разным.  Из 
изложенного следует, что момент инерции тела 
надо каждый раз рассчитывать для той оси, отно-
сительно которой тело вращается. Согласно тео-
реме Штейнера момент инерции I тела отно-
сительно оси вращения Z: 
                     I=IС+md2 ,                       (2.42) 
где IС – момент инерции тела относительно оси 
ZС, проходящий через центр масс и параллельной 
оси вращения Z, m - масса тела ,  - расстояние 
между осями (рис. 2.15). 

Выражение (2.38) означает, что момент 
инерции I является величиной аддитивной: момент инерции тела равен 
сумме моментов частиц, из которых состоит это тело. Масса тела так 
же величина аддитивная: å= imm  - масса тела равна сумме масс частиц, 
составляющих это тело. 

 
2.6 Закон динамики вращательного движения твердого тела 

относительно неподвижной оси. Уравнение моментов 
 
Пусть частица массы m движется по окружности вокруг оси Z под 

действием силы F
r

, касательная составляющая которой tF
r

 сообщает ча-

стице тангенциальное ускорение at (рис. 2.16). 
Запишем второй закон Ньютона в проекциях на 
направление касательной:  ττ maF = .  Т.к.  в со-
ответствии с (1.35)   at=eR, то 
                              Ft=mRe.                          (2.43) 
Умножим обе части уравнения (2.43) на R: 

FtR=mR2e. 
Откуда, учитывая (2.27) и (2.33), получим, что для частицы 
   MZ=Ie .            (2.44) 

Рассмотрим твердое тело как систему, состоящую из множества ча-
стиц. Запишем уравнение (2.44) для каждой из них: 

                           MZ,i=I,ie,                                                  (2.45) 
где i - номер частицы,. Мzi –  сумма моментов сил,  действующих на i–ую 
частицу, Ii – момент инерции i–ой частицы. Угловое ускорение e для всех 
частиц тела одинаково и равно угловому ускорению твердого тела. Поэто-
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му индекс «i» у e  в уравнении (2.45) не пишется. Просуммируем левые и 
правые части уравнений (2.45) для всех частиц тела: 

                               å=å å= iizi IεεIM .                                    (2.46) 
При суммировании моментов сил следует учесть,  что на каждую частицу 
действуют внутренние и внешние силы (см. п. 2.3). Но вследствие третьего 
закона Ньютона сумма всех внутренних сил будет равна нулю,  и в левой 
части уравнения (2.46) останется только сумма  моментов внешних сил 
относительно оси Z:  
           å=å å+== å ziвнешнziвнутрziвнешнziвнешнz MIМMM .       (2.47) 

В правой части (2.46) å= iII  -  момент инерции тела.  С учетом введен-
ных обозначений из (2.46) получаем закон динамики вращательного 
движения твердого тела относительно неподвижной оси: 

                                MZвнешн=Ie .                                              (2.48) 
Этот закон утверждает, что сумма моментов внешних сил, действующих 
на тело относительно оси, равна произведению момента инерции тела на 
его угловое ускорение. 
 Из закона динамики вращательного движения (2.48) следует, что 
чем больше момент инерции тела, тем меньшее угловое ускорение оно 
получит под действием данного момента силы. Поэтому физический 
смысл момента инерции состоит в том, что он является мерой инертности 
тела при вращательном движении. 

Подставим в уравнение (2.48) формулу (1.31) для углового ускоре-
ния: 

         )(Iω
dt
d

dt
dωIM

dt
dω

zвнешн ==Þ=e . 

Откуда с учетом формулы (2.39) LZ=Iw получим уравнение моментов 
для твердого тела относительно неподвижной оси: 

                                 
dt

dL
M z

zвнешн = .                                            (2.49) 

Выражение (2.49) утверждает, что сумма моментов внешних сил, дей-
ствующих на тело относительно оси, равна производной по времени от 
момента импульса тела относительно той же оси. Свое название урав-
нение моментов получило в связи с тем, что оно выражает связь между 
моментом силы и моментом импульса. 
 Для частицы уравнение моментов относительно оси и точки (в 
векторном виде) записывается аналогично: 

               
dt

dL
M z

z =   и  
dt
LdM
r

r

= ,                      (2.50) 
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где å= iMM
rr

 - векторная сумма моментов всех сил, действующих на 
частицу (для системы, состоящей из одной частицы деление сил на внут-
ренние и внешние лишено смысла). 
 Основные величины и законы кинематики и динамики приведены в 
таблице 2.2. Откуда видно, что имеет место аналогия между законами по-
ступательного и вращательного движения 
 

Таблица 2.2 
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ ПОСТУПАТЕЛЬНОГО И  

ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЙ 
 

 (*  Последние две темы см.  раздел 3) 
 
 
 
 

Поступательное движение Вращательное движение 
величина, закон   формула величина, закон       формула 
изменение по-
ложения точи 

   rrD  ; SD  изменение по-
ложения точки jj DD ;r

 

скорость посту-
пательного 
движения 

dt
rdrr

=u , 
dt
dS

=u  
скорость враща-
тельного дви-
жения dt

d
dt
dω jwj

== ;
r

r
 

ускорение при  
поступательном 
движении 

     
dt
da u
r

r
=  

ускорение при 
вращательном   
движении 

     
dt
dwe
r

r
=  

масса         m момент инерции            I  
сила           F

r

 момент силы l^== FRFM z t
 

импульс       u
rr mp =  момент  

импульса 
        wILz =  

второй закон 
Ньютона      

dt
pdF

amF
r

v

rr

=

=
 

закон динамики 
вращательного 
движения, 
уравнение мо-
ментов 

    

dt
dLZ

Z

Z

M

IM

=

= e
 

*работа    SdFdA
rr

=  работа   jdM zdA =   
*  кинетическая   
энергия 

        
2

2um  кинетическая 
энергия 

           
2

2wI  
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3 Работа. Мощность. Энергия 
 

3.1 Работа. Мощность 
 

Пусть к частице массой m приложена сила F
r

 (рис. 3.1), и частица за 
время dt совершила перемещение l

r

d  (в п. 1.2 перемещение обозначалось 
rdr ). Работа, совершаемая силой F при бесконечно малом (элементарном) 

перемещении l
r

d  частицы, называется элементарной работой: 

                                    l

rr

dFdA ×=  ,                           (3.1) 
т.е. элементарная работа равна скалярному произве-
дению силы на перемещение. 
 Из свойств скалярного произведения (см. п. II.8 

МП) следует, что формулу (3.1) можно представить в виде: 
       ll

l
dFcosFddA == a ,                    (3.2) 

где acosFF =
l

 - проекция силы F
r

 на направление перемещения l
r

d ,  

a  - угол между векторами F
r

 и l

r

d . (Обратите внимание: т.к. l
r

d  очень 
мало, то можно считать, что при перемещении l

r

d сила F
r

= const). 
 Из (3.2) следует, что единица измерения работы   [A] = Нм = Дж 
(джоуль). 
 Для того чтобы найти работу на всем пути, надо весь путь разделить 
на малые участки,  найти работу на каждом из них,  а затем результат про-
суммировать.  Таким образом,  для того,  чтобы найти работу на всем пути,  
необходимо проинтегрировать уравнение (3.1) или (3.2), (см .п. IV.1 МП): 
  lll

rr

l
llll

dFcosFddFdAА ò=ò=ò=ò= a . (3.3) 

Индекс «ℓ» в (3.3) означает, что суммирование (т.е. интегрирование) про-
водится вдоль траектории, обозначенной «ℓ». (Обратите внимание: 

12 AAdA -¹ò
l

,  т.к.  работа в точке 2  и точке 1  смысла не имеет).  Таким 

образом, работа на всем пути 

   ll

rr

l
ll

dFdFA ò=ò=               (3.4) 

(в (3.4) написаны не все, а наиболее употребляемые выражения для рабо-
ты). Сила в уравнении (3.4) может быть как одна из действующих на тело 
сил (т.е. найдем работу этой силы), так и результирующая нескольких сил 
(т.е. получим работу результирующей силы). 
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Пример: работа постоянной силы, частица движется прямолиней-
но: F

r

= const   =>      
aaa cosFdcosFdcosFA lll

ll

=ò=ò= . 

 Мощность Р - это работа совершаемая в единицу времени: 

 
dt
dAP = .              (3.5) 

Единица измерения мощности [Р]=Дж/с=Вт (ватт). 
  Подставим в (3.5) выражение (3.1):  

    .
dt
dFP l

rr

=  

Т.к. u
rl

r

=
dt
d

 - скорость точки, то получаем связь мощности и силы: 

             u
rrFP = . (3.6) 

Т.о., мощность равна скалярному произведению силы на скорость. 
 

3.2. Кинетическая энергия. Связь работы и кинетической энергии 
 

 Рассмотрим частицу массы m, которая движется под действием 
нескольких сил, результирующая которых равна F

r

. В начальном 
положении 1 частица имела скорость u1, а в конечном 2 – скорость u2 (рис. 
3.2). Работу А, которая совершается при таком движении можно найти из 

соотношения (3.4):                                            l

rr

l

dFA ò= .                                              

(3.7) 
Результирующую силу F

r

 выразим 
через ускорение  ar  из второго зако-
на Ньютона (2.3) amF rr

=  и подста-
вим в (3.7): 
                 l

rr

l

damA ò= .               (3.8) 

Так как F
r

 - это результирующая 
всех действующих сил, то выраже-

ние (3.8) позволяет найти работу результирующей всех сил, действующих 
на частицу. 
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 На рис. 3.2 показана результирующая сила F
r

 и направление уско-
рения ar  для некоторого произвольного перемещения l

r

d , угол между 
вектором перемещения и ускорением равен a. По определению скалярно-
го произведения 

acosdada ××= ll

rr
 

Из рис. 3.2 видно, что 

ta acosa =× , 
где ta - тангенциальная составляющая ускорения. Следовательно, из (3.8) 
получаем: 
                         lll

rr

l
l

l

dmacosdamdamA ta ò=×××=ò= ò .                (3.9) 

Т.к. согласно (1.17) тангенциальное ускорение 

,
dt
da u

t =  

где u - скорость частицы, то выражение (3.9) принимает вид: 

uu d
dt
dmd

dt
dmA l

l
ll

ò=ò= . 

С учетом того, что в последнем соотношении 

dt
dl

=u , 

оно принимает вид: 

.dmA uu
u

u

2

1
ò=  

Здесь массу m, как постоянную величину, можно вынести за знак интегра-
ла: 

          .dmA uu
u

u

2

1
ò=             (3.10) 

Табличный интеграл (см. пункт IV 2 МП) в правой части (3.10) 

2

2uuu =ò d . 

Поэтому соотношение (3.10) принимает вид: 
2

1

2

2

u

u

umA = . 

Откуда, подставляя пределы интегрирования (см. п. IV 1 МП), получим: 
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22

2
1

2
2 uu mm

A -= .            (3.11) 

           Величина 

                                        
2

2umEк =                                          (3.12) 

называется кинетической энергией частицы.  
Из (3.11 и 3.12) следует, связь между работой и кинетической 

энергией: 

     ккк EEEA D=-= 12 ,             (3.13) 

или             кdEdA = .                                            (3.13а) 
Таким образом, работа результирующей всех сил, действующих на ча-
стицу, равна приращению (изменению) кинетической энергии частицы. 

Кинетическая энергия тела равна сумме кинетических энергий всех 
частиц, составляющих это тело. При поступательном движении все части-
цы тела имеют одинаковую скорость u. Поэтому кинетическая энергия 
тела при поступательном движении: 

mm
m

EE i
i

kik ×==== ååå 222

222 uuu
, 

где å= imm  - масса тела, равная сумме масс всех частиц этого тела (i – 

номер частицы, im  - масса i-ой частицы). Т.о. кинетическая энергия по-
ступательно движущегося тела также определяется выражением (3.12). 
Т.к. кинетическая энергия зависит от скорости тела, следовательно, этой 
энергией обладают только движущиеся тела. 
 

3.3 Кинетическая энергия и работа при вращательном 
движении твердого тела 

 
 Рассмотрим твердое тело, вращающееся относительно неподвижной 
оси. Представим тело, состоящим из большого числа частиц. Тогда части-
ца массы im , имеющая скорость ui  (i – номер частицы), будет обладать 
кинетической энергией 

2

2
ii

кi
m

E
u

= . 

Выразим скорость i-ой частицы через ее угловую скорость w, используя 
соотношение (1.33): 
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ui=Riw, 
где Ri – радиус вращения частицы (угловая скорость w всех точек тела 
одинакова – это угловая скорость вращения тела). Учитывая это соотно-
шение, кинетическую энергию частицы можно представить в виде: 

2

22wii
i.к

Rm
E = . 

Величина 2
ii Rm есть момент инерции i-ой частицы тела (2.33): 

 2
iii.z RmI = . 

Таким образом, кинетическая энергия некоторой частицы вращающего 
тела 

       
2

2wi.z
i.к

I
E = .            (3.14) 

Кинетическую энергию всего тела найдем как сумму кинетических энер-
гий всех частиц тела: 

      ååå =Þ== i.zк
i.z

i.кк IE
I

EE
22

22 ww
.             (3.15) 

В уравнении (3.15) сумма моментов инерции материальных точек тела 
есть момент инерции твердого тела (формула (2.38)): 
 RmII iii,zz

2å=å= .            (3.16) 

Таким образом, из (3.15) с учетом (3.16) получим, что кинетическая 
энергия вращающегося тела 

      
2

2wz
к

IE = ,            (3.17) 

где zI  - момент инерции тела относительно оси вращения, w - угловая 
скорость тела. 
 В разделе 3.2 было показано, что элементарная работа всех сил 
(уравнение (3.13а)) кdEdA = . Следовательно, для вращательного движе-
ния с учетом (3.17) можно записать, что 

 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

2

2wzIddA .            (3.18) 

Проинтегрировав (3.18), приходим к выражению: 

    
22

2
1

2
2 ww ZZ II

A -= ,            (3.19) 
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где w1 – начальная угловая скорость, w2  - конечная угловая скорость тела. 
Соотношение (3.19) означает, что при вращательном движении твердого 
тела относительно неподвижной оси работа результирующей всех сил 
равна приращению кинетической энергии вращающегося тела. 
 Преобразуем соотношение (3.18), учитывая, что для твердого тела, у 
которого ось вращения не меняет своего направления в пространстве, мо-
мент инерции постоянен (Iz=const) и его можно вынести за знак диффе-
ренциала: 

ww
ww

dIdAdI
I

ddA zz
z =Þ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=

22

22
. 

Так как dtdjw =  (см. 1.25), где j - угол поворота тела, то 

                               j
w

w
j d

dt
dIdAd

dt
dIdA zz =Þ= .                              (3.20) 

Производная от угловой скорости по времени есть угловое ускорение (см. 
(1.32)): 

dt
dω

=e . 

Таким образом, из (3.20) следует, что 
 jedIdA z= .  

Множитель при dj есть момент сил, действующих на тело (см. (2.48)): 
Mz=Ize. 

Следовательно,  
     jdMdA z= .            (3.21) 
Т.о., элементарная работа  при вращательном движении равна произ-
ведению момента силы относительно оси вращения на элементарный 
угол поворота. 

Работа при повороте тела на конечный угол Dj  находится инте-
грированием уравнения (3.21): 

       ò
D

=
j

j
0

dMA Z  .                       (3.22) 

 Мощность при вращательном движении dtdAP =  найдем, исполь-
зуя (3.21): 

    
dt
dM

dt
dM

dt
dAP z

z jj
=== , 

P=MZw. 
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Т.е., мощность при вращательном движении тела равна произведению 
момента силы относительно оси вращения на угловую скорость тела. 

Если тело движется поступательно и одновременно вращается во-
круг оси, не меняющей своего направления в пространстве, то кинетиче-
ская энергия тела равна: 

                                               
22

22 wu Z
к

ImE += .                                  (3.23) 

При этом работа всех сил находится из уравнения (3.13), где кинетическая 
энергия определяется соотношением (3.23). 

Пример: колесо катится со скоростью u (рис. 3.3). В этом случае ко-
лесо еще и вращается относительно оси, проходящей через центр тяжести 
колеса (точка “O”): 

22

22 wu z
к

ImE += . 

Найдем связь w и u. Пусть центр колеса прошел путь 

l, равный длине окружности колеса l = 2pR. Время 

этого движения  t = l/u. За это время каждая точка 
колеса (например, точка “A”) совершила полный оборот, т.е. повернулась 
относительно оси вращения на угол j=2p. Найдем угловую скорость w 
колеса, используя (1.26): 

RRtt
uu

p
puppjw =====

2
222

l
. 

Подставим полученное выражение R/uw =  в кинетическую энергию: 
22

22
÷
ø
ö

ç
è
æ+=

R
ImE z

к
uu

. 

Момент инерции колеса (обруча) относительно оси, проходящей через его 
центр (точку “O”) и перпендикулярной плоскости колеса, 2mRI z =  (см. 
табл. 2.1). Учитывая это, получим: 

.mm
R

mRmEк 2222

22

2

222 uuuu
+=+=  Þ      2umEк = . 
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3.4 Поле сил. Консервативные силы. Потенциальная энергия и работа 
консервативной силы. Потенциальная энергия в поле 

сил тяжести. Потенциальная энергия упругой деформации 
 
 Если на частицу в каждой точке пространства действуют силы, то 
частица находится в поле сил. Например, вблизи поверхности Земли ча-
стица находится в поле сил тяжести, т.к. в каждой точке на нее действует 
сила тяжести gmr .  Если есть система зарядов,  то на любой другой заряд 
(например, 0q ) в любой точке будет действовать силы кулоновского взаи-
модействия: заряд 0q  находится в поле электростатических сил. 
 Консервативными называются силы, работа которых не зави-
сит от формы траектории, а зависит от начального и конечного поло-
жения тела (рис. 3.4а): 
                   AAAA ==== K

lll 321
  для любого пути из “1” в “2”. 

 На рис. 3.4б показана замкнутая траектория. В точку “1” можно по-

пасть, пройдя  траекторию «l», а можно не “выходя” из точки “1”. Во вто-

ром случае A = 0 (т.к. перемещение равно 0). Поскольку для консерва-
тивной силы, работа не зависит от формы пути, то и работа на замкнутом 

пути «l» тоже равна 0. Таким образом, работа консервативной силы по 
замкнутой траектории равна 0. Работа 
силы по траектории «l» (см. (3.4)) 

ll
l

dFA ò= , 

где 
l

F  - проекция силы F
r

 на перемеще-

ние l

r

d . Если надо в (3.4) указать, что 
траектория замкнутая, то интеграл запи-
сывается так: 

 ò
l

l
ldF . 

Такой интеграл называется “циркуляцией ”. Т.к. работа по замкнутой тра-
ектории равна нулю ( 0=

o
A ), то из (3.4а) получим, что циркуляция век-

тора консервативной силы по произвольной замкнутой траектории 
равна нулю. 

ò =
l

l
l 0dF . 
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 Силовое поле, силы которого консервативны, называется потенци-
альным. Поскольку работа в таком поле не зависит формы траектории, она 
должна зависеть от состояния системы в начальном и конечном положе-
нии. Физическая величина, зависящая от положения системы в поле кон-
сервативных сил и определяющая работу  этих сил, называется потенци-
альной энергией ( пE ). В этом случае работа 

     ппп EEEA D-=-= 21             (3.24) 

или                пdEdA -= . 
где Еп1  и  Еп2  - потенциальная энергия соответственно в начальном и ко-
нечном положениях. Т.о., работа консервативной силы равна убыли 
потенциальной энергии. 
 Покажем, что сила тяжести является консервативной. Для этого 
надо показать, что работа этой силы не зависит от формы траектории при 
переходе из одной точки в другую. Для этого рассмотрим движение части-
цы из точки 1 в точку 2 (рис.  3.5) по некоторой произвольной траектории. 
Из формул (3.1) и (3.2) следует, что элементарная работа силы тяжести при 
малом перемещении l

r

d : 

αcosmgddgmdA ll

rr
== . 

Из рис.3.5 видно, что 
)yy(yyαcosd ¢-¢¢-=¢¢-¢=l . 

Приращение координаты  
dycosdyydy -=Þ¢-¢¢= al . 

Поэтому выражение для работы принимает вид: 

Þ-=-=ò-=-= 21
2

1

2

1
mghmghmgymgdyAmgdy;dA

h

h

h

h
 

 21 mghmghA -= .             (3.25) 
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Из (3.25) видно, что работа силы тяжести не зависит от формы траек-
тории, т.к. в уравнение (3.25) входят только величины 1h  и 2h , определя-
ющие начальное и конечное положение частицы. (Из выше изложенного 
видно,  что для любой другой траектории,  начинающейся в точке 1  и за-
канчивающейся в точке 2 -  результат не изменился бы). Сравнивая (3.25) и 
(3.24), находим, что потенциальная энергия в поле силы тяжести  
                                                         Eп=mgh  ,             (3.26) 
где h - расстояние от нулевого уровня отсчета высоты до частицы или 
центра тяжести тела. Нулевой уровень может быть выбран произволь-
но,  но для всех тел системы один и тот же.  Возможность произвольного 
выбора нулевого уровня отсчета высоты означает, что к потенциальной 
энергии тел можно добавить произвольную постоянную - это соответству-
ет изменению нулевого уровня отсчета высоты. Другими словами потен-
циальная энергия определена с точность до произвольной постоянной. 
Это,  однако,  не существенно,  так как в физические соотношения входит 
или разность потенциальных энергий в двух точках, или производная от 
потенциальной энергии по координатам (см. раздел 3.5). (Утверждение о 
том, что сила тяжести является консервативной, есть следствие того, что 
консервативной является сила гравитационного взаимодействия). 

Консервативной является также и сила упругости. Найдем работу 
этой силы на примере деформации пружины. Пусть растянутая 
пружина под действием силы упругости упF

r

 совершила малое перемеще-

ние l

r

d  (рис. 3.6). При этом в точке A на пружину действует сила упруго-
сти, модуль которой 

kxFуп = . 

Т.к. 0®l
r

d , то можно считать, что 
сила Fуп не изменилась на перемещении 

Рис. 3.6 
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l

r

d . Элементарная работа силы упругости: 
0cosdFdFdA упуп ll

rr

== . 
Из рис. 3.6 видно, что модуль перемещения  

)xx(xxd ¢-¢¢-=¢¢-¢=l . 
Так как приращение координаты 

dxdxxdx -=Þ¢-¢¢= l , 
и выражение для работы принимает вид: 

2

1

2

1 2

2 x

x

x

x

xkkxdxA:kxdxdA ò -=-=-= . 

                      
22

2
2

2
1 kxkxA -=  .                    (3.27) 

Сравнивая (3.27) с (3.24) находим, что потенциальная энергия при упру-
гой деформации 

                                         2

2kxEп =  .                                            (3.28) 

Из (3.27) следует, что работа силы упругости зависит только от началь-
ного и конечного положения. Следовательно, сила упругости является 
консервативной. 
 

3.5 Связь между консервативной силой и потенциальной энергией 
 
 Найдем связь между консервативной силой и потенциальной энер-
гией на примере силы тяжести и силы упругости. 
 Потенциальная энергия частицы в поле сил тяжести определяется 
выражением (3.26). Если частица находится в точке с координатой у (рис. 
3.5), то в формуле  (3.26) высоту h надо заменить на y. Тогда получим: 

gm
dy

dE
mgyE п

п =Þ= . 

Из рис. 3.5: ( ) mgcosmgymg -== 180 . Сравнивая два последних выра-

жения, находим: 

 
dy

dE
mg п

y -= .            (3.29) 

 Для силы упругости (см. 3.28):  

   
2

2kxEп =     =>      kx
dx

dEп = . 
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Из рис. 3.6: ( ) kxcosFF упx,уп -== 180  Þ 

                       
dx

dE
F п

x,уп -=  .                                 (3.30) 

 Соотношения типа (3.29) и (3.30) справедливы для любой консерва-
тивной силы и в общем случае: 

                                    
l

l ¶
пE

F
¶

-=  ,                                  (3.31) 

где 
l

F  - проекция вектора консервативной силы F
r

 на направление оси, 
обозначенной индексом « l ». 
 Выберем направления, совпадающие с координатными осями «x», 
«y», «z». Тогда из (3.31) получим: 

                           
x
E

F п
x ¶

¶
-=  ; 

y
E

F п
y ¶

¶
-=  ; 

z
E

F п
z ¶

¶
-= .             (3.32) 

Выразим вектор F
r

 через его проекции: 

zzyyxx eFeFeFF
rrrr

++= , 

где zyx e,e,e rrr
 - единичные векторы (орты) осей   «x», «y», «z». 

Подставим (3.32) в последнее равенство: 

                     z
п

y
п

x
п e

z
E

e
y

E
e

x
E

F
rrrr

¶

¶

¶

¶

¶

¶
---= .                       (3.33) 

 Из математики известно, что если имеется некоторая скалярная 
функция f(x,y,z), то выражение  

zyx e
z
f

e
y
f

e
x
f rrr

¶

¶

¶

¶

¶

¶
++  

является вектором. Этот вектор называется градиентом функции f и обо-
значается символом 

grad f    либо  fÑ  

(Ñ называется оператором “набла”, fÑ  читается: "набла эф” или “гради-
ент эф”). 
 Таким образом, соотношение  (3.33) можно записать в виде: 

 пп EEgradF -Ñ=-=
r

.            (3.34) 

Соотношение (3.34) выражает связь консервативной силы и потенци-
альной энергии: консервативная сила равна градиенту потенциальной 
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энергии, взятому с противоположным знаком. (Фактически уравнение  
(3.34)  -  сокращенная запись уравнения (3.33)).  

Градиент функции fÑ  - это вектор, направленный в сторону 
наибыстрейшего возрастания функции f. Знак «-» в уравнении (3.34) пока-
зывает, что консервативная сила направлена в сторону наибыстрейшего 
убывания потенциальной энергии. Например, в поле сил тяжести потенци-
альная энергия убывает с уменьшением высоты, в этом же направлении 
(т.е. «вниз») направлен вектор силы тяжести. 
 

3.6 Работа неконсервативных сил и механическая энергия 
 

 В общем случае на систему тел действуют кроме консервативных 
сил и другие силы, которые в дальнейшем будем называть неконсерватив-
ными. Работа неконсервативных сил по замкнутой траектории не равна 
нулю.  В частности к таким силам относится сила трения.  Работа всех сил 
А, действующих на систему, равна сумме работ консервативных Ак  и не-
консервативных Анк сил: 

А = Ак + Анк. 
Откуда 
                       Анк = А - Ак .                                                                   (3.35) 
Работа всех сил определяется соотношением (3.13), а работа 
консервативных сил - соотношением (3.24). Подставим эти выражения в 
(3.35): 

Анк = (Eк2 - Eк1) - (Eп1 - Eп2) => 
       Анк = (Eк2 + Eп2) - (Eк1 + Eп1).        (3.36) 

Величина, равная сумме кинетической и потенциальной энергий, называ-
ется полной механической энергией: 
                                          E = Eк + Eп                         (3.37) 

С учетом этого обозначения равенство (3.36) принимает вид: 

                                              Анк =Е2 – Е1 = ∆E                                        (3.38) 

или               dAнк =dE  . 

Следовательно, работа неконсервативной силы равна приращению 
(изменению) полной механической энергии системы. 
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4 Законы сохранения в механике 
 

4.1 Закон сохранения импульса 
 

Для системы частиц (или системы твёрдых тел)  второй закон Нью-
тона можно записать в виде (см. уравнение (2.17)):  

  åå = iвн,i p
dt

d
F

rr
 ,               (4.1) 

где å i,внF
r

- сумма внешних сил, действующих на систему; å ipr  -  им-

пульс системы; ipr   - импульс  i-ого тела. 
Если отсутствуют внешние силы, действующие на систему, то си-

стема называется замкнутой. Для такой системы 
 0å =F вн,i
r

.                (4.2) 
Из (4.2) и (4.1) получим для замкнутой системы 

Þ=å 0ip
dt
d r  

                                     constpi =å
r

 .                                       (4.3) 

Т.е., суммарный импульс замкнутой системы тел остается постоянным. 
Это есть закон сохранения импульса. 

Очевидно, что если внешние силы не равны нулю, но их сумма рав-
на нулю (уравнение (4.2)), то и в этом случае выполняется соотношение 
(4.3). Таким образом, импульс остается постоянным и у незамкнутой си-
стемы, если сумма внешних сил 0=å i,внF

r

. 
Из сказанного выше можно сделать два вывода: 
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1. Т.к. в замкнутой системе 0=å i,внF
r

, то в такой системе скорости 
тел (и импульсов) меняются только вследствие действия внутренних сил. 
Практически большинство систем не замкнуты, но если в системе скоро-
сти тел меняются в основном вследствие действия внутренних сил, то та-
кую систему с достаточной степенью точности можно считать замкнутой. 

2. В разделе 2.3 показано, что суммарный импульс системы 
       υm сpi

rr
=å  , 

где m - суммарная масса тел системы; Cu
r

 - скорость центра масс. 
Из (4.3) и последнего уравнения получим, что в замкнутой системе 

constc =u
r  

Т.е. в замкнутой системе скорость центра масс системы постоянна. 
 Запишем проекцию уравнения (4.1) на некоторую ось Z: 

         ( )å=å izвн,Z p
dt

d
F

r . 

Если åFвн,Z=0, то (аналогично (4.3)) получим: 
    constpiZ =å .            (4.3a) 
В этом случае остается постоянной сумма проекций импульсов тел на ту 
ось, для которой сумма проекций внешних сил равна нулю. 

 
4.2 Закон сохранения момента импульса 

 
Уравнение моментов для системы тел, вращающихся вокруг непо-

движной оси, имеет вид (см. уравнение (2.49)): 

 ( )å=å L
dt

d
M i,Zвн,Z ,                (4.4) 

где åMвн,Z  - суммарный момент внешних сил относительно оси вращения, 
åLi,Z  - суммарный момент импульсов тел относительно оси вращения. 
Если система замкнута, то 
                                                åMвн,Z  =0,                                                (4.5) 

и из (4.4) , аналогично (4.3), получим: 

                                                    åLiZ =const  .                                            (4.6) 

Таким образом, если сумма моментов внешних сил относительно оси 
вращения равна нулю, то момент импульса системы относительно этой 
оси остается постоянным. Уравнение (4.6) - частный случай векторного 
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закона сохранения момента импульса: момент импульса замкнутой 
системы тел остается постоянным. 

 

4.3 Закон сохранения механической энергии 
 

Работа неконсервативных сил равна приращению полной механиче-
ской энергии (см. уравнение (3.38)): 
                                                Анк=∆Е.               (4.7) 

Если на систему действуют только консервативные силы, то 
               Анк=0.                                         (4.8) 

Из (4.7) и (4.8) следует: 
              ∆Е=0 Þ    E=const Þ     

                                 åEi=const  .                (4.9) 
Мы пришли к закону сохранения механической энергии: если на тела 
системы действуют только консервативные силы, то полная механиче-
ская энергия системы остается постоянной. Из (4.8) следует, что полная 
механическая энергия будет также оставаться постоянной, если суммарная 
работа неконсервативных сил будет равна нулю. 
 Закон сохранения механической энергии - это частный случай обще-
го закона сохранения и превращения энергии, который гласит: энергия не 
возникает и не исчезает, а переходит из одного вида в другой. 
 Рассмотренные законы сохранения являются следствием свойств 
пространства и времени. Они - одни из фундаментальных законов приро-
ды. 

 Пример. Соударение двух тел. 
 Выполняется закон сохранения 
импульса, т.к. в этом случае скорость тел 
меняется в основном вследствие дей-
ствия внутренних сил. 

а)  Неупругий удар -  скорость тел по-
сле удара одинакова (рис. 4.1); механиче-
ская энергия после удара уменьшается, 
т.к.  часть её идет на деформацию тел -   
т.е. не выполняется закон сохранения 
механической энергии. 

б) Упругий удар - скорость тел после 
удара разная (рис. 4.2); выполняется закон сохранения механической энер-
гии. Так как время удара очень мало,  то за это время  положения центров 
масс тел практически не меняются, поэтому не изменяется потенциальная 
энергия. Следовательно, в этом случае, закон сохранения механической 



50 

энергии означает, что суммарная кинетической энергии тел до и после 
удара одинакова. 
 

4.4. Условие  равновесия  механической  системы. Потенциальная яма,  
потенциальный барьер 

 
Рассмотрим одномерное движение частицы, у которой зависимость потенциальной 

энергии от ее положения E(x) имеет вид, показанный на рис. 4.3. На частицу действует кон-
сервативная сила, направленная вдоль оси Х. Согласно (3.32) проекция консервативной силы 
на ось X 

   
dx

dЕ
xF п-= .            (4.10) 

Будем считать, что другие силы на частицу не действуют, т.е. выполняется закон сохранения 
механической энергии (4.9): 

 E = Eп + Eк = const .             (4.11) 
Если на графике потенциальной энергии отложить значения Е, то получим прямую линию, 
параллельную оси Х (на рис . 4.3а - линии 1 и 2, соответствующие двум разным значениям Е). 
По графикам Е и Еп можно определить как величину Еп так и Ек  (на рис. 4.3а эти величине 
указаны для полной энергии Е1 в точке х4). Из уравнения  (4.11) и рисунка видно, что при 
механической энергии Е1 для точек с координатами 

х < х1  и   х2 < х < х3 
Ек <  0. Отрицательное значение кинетической энергии не имеет физического смысла, а это 
значит, что в этих точках частица быть не может. 
 Выясним, как направлена сила, действующая на частицу на различных участках оси Х 
(рис. 4.3б), учитывая, что 

           
х

Е
dx

dЕ
xF пп

D
D

-»-= .             (4.12) 

На участке x<x0 при движении частицы в сторону увеличения координаты х приращение 

координаты 0>¢-¢¢= xxxD , при этом приращение потенциальной энергии 

0<¢-²= ппп ЕЕЕD .  С учетом этого из (4.12) следует,  что Fx>0. Это значит, что  на 

     а     б 
Рис. 4.3 
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этом участке сила направленна по направлению оси Х. Это же справедливо и для участка с 
координатами х>x01. На участке х0 < х < х01 при движении частицы в сторону увеличе-

ния координаты х приращение координаты 0>¢-¢¢= xxxD , а 

0>¢-²= ппп ЕЕЕD . Поэтому из (4.12) следует, что Fx<0, т.е. вектор силы направлен 
против направления оси Х (рис. 4.3.б). 

В точках экстремума (т.е. в точках х0 и х01) производная равна нулю: 

0=
dx

dЕп . 

Учитывая (4.10), получим, что в точках х0 и х01 сила, действующая на частицу, равна нулю. 
Если частица находится в этих точках и скорость её равна нулю, то она в них может нахо-
диться сколь угодно долго - эти точки соответствуют положению равновесия частицы. В 
точке х0  - положение устойчивого равновесия: если частицу сместить из этой точки на малое 
расстояние, то сила, действующая на нее, будет возвращать частицу в положение равновесия 
(рис.  4.3б).  В точке х01  - положение неустойчивого равновесия. Таким образом, минимум, 
действующая потенциальной энергии соответствует положению устойчивого равновесия; в 
этом положении сила на частицу, равна нулю. 
 Рассмотрим частицу с полной энергией Е1, которая находится в точке с координатой 
х1 (рис.4.3а). В этом положении ее кинетическая энергия равна нулю (т.к. здесь Е1 = Еп  
=> Ек = 0), следовательно равна нулю и скорость. Однако в этом положении на частицу 
действует сила, направленная в положительном направлении оси Х. Под действием силы 
частица начнет двигаться к точке х0, её потенциальная энергия будет уменьшаться, а кинети-
ческая энергия  расти (уравнение (4.11)). В точке х0 потенциальная энергия достигнет своего 
минимального значения, а кинетическая, соответственно - максимального. Т.к. в точке х0 у 
частицы есть скорость она продолжит движение. При этом её потенциальная энергия будет 
расти, а кинетическая энергия уменьшаться. В точке с координатой х2 частица остановится, 
т.к. в этой точке (также как и в точке х1) её кинетическая энергия равна нулю. Далее движе-
ние повториться в обратном порядке от точки х2 до точки х1 и т.д. 
 Область между точками х1 и х2 называется потенциальной ямой. Из сказанного 
выше следует, что частица в потенциальной яме совершает колебательное движение. 
 Область между точками х2 и х3 для частицы с механической энергией Е1 не дости-
жима. Эту область пространства называется потенциальным барьером (на рис 4.3а  Еп0 - 
высота потенциального барьера). Для того, чтобы частица смогла преодолеть потенциальный 
барьер, ее механическая энергия должна быть больше  высоты потенциального барьера, 
например, такая как Е2 на рис. 4.3а (в этом случае Ек > 0). 
 Не трудно понять, какой характер движения будет у частицы, если на нее, кроме 
консервативной силы, действует сила трения. В этом случае механическая энергия постепен-
но будет тратиться на работу против силы трения (т.е. переходить во внутреннюю энергию и 
выделяться в виде тепла) и колебания постепенно прекратятся: частица будет совершать 
затухающие колебания. 
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5 Колебания. Волны 
 

5.1 Колебания. Дифференциальное уравнение гармонических 
колебаний. Кинематическое уравнение гармонических 

колебаний. Амплитуда, фаза, частота, период колебаний 
 

 Колебаниями называются процессы, отличающиеся определенной 
степенью повторяемости во времени (например: качание маятника, коле-
бание струны, изменение тока в колебательном контуре и т.п.). 
 Свободными или собственными колебаниями называют такие коле-
бания, которые происходят в системе, представленной самой себе, после 
того как ее вывели из положения равновесия. При вынужденных колебани-
ях на систему действует внешняя периодически меняющаяся сила. Част-
ный случай вынужденных  колебаний – автоколебания, при которых мо-
менты действия вынуждающей силы задает сама система. 
 Рассмотрим одномерное движение частицы вдоль оси х, при кото-
ром зависимость потенциальной энергии Еп(х) от координаты х частицы 
имеет минимум (рис.5.1). Выберем нулевой уровень отсчета и начало ко-
ординат так, что бы минимум Еп=0 соответствовал координате х=0. 

Вблизи минимума, т.е. при достаточно малых x, большинство функ-
ций f(x) имеет вид параболы.  Следовательно,  для достаточно малых  x  
потенциальная энергия частицы 

        
Еп(х)~х2.            (5.1) 
Если выполняется условие (5.1), то дви-
жение частицы называют малыми колеба-
ниями. Обозначим коэффициент пропор-
циональности в соотношении (5.1)  k/2, 
где «k» некоторая постоянная. Тогда 

                       
2

2kx(x)Eп = .               (5.2) 

Из уравнения (3.32) получим:            
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                kx
x

E
F п

x -=-=
¶

¶ ,                (5.3) 

где Fx – проекция силы на ось х.  
Из соотношения (5.3) следует, что вблизи минимума потенциаль-

ной энергии на частицу действует такая же по форме записи сила, как сила 
упругости. Ее называют квазиупругой силой. Из соотношения (5.3) видно, 
что в точке с координатой х=0 действующая на частицу сила равна нулю. 
Следовательно, это положение равновесия (устойчивого). 
 Рассмотрим движение частицы под действием квазиупругой силы 

kxFx -= , 
где k – коэффициент квазиупругой силы. Запишем второй закон Ньютона 
для данного случая в векторном виде и проекциях на ось x: 

xx maFamF =Þ=
rr

. 
Т.к. согласно (1.14) проекция ускорения 

2

2

dt
xdax = , 

то второй закон Ньютона с учетом выражения для квазиупругой силы 
принимает вид: 

.   
dt

xdmkx 2

2

=-  

Откуда после алгебраических преобразований, получим: 

   kx
dt

xdm 02

2

=+ , 

                                                 02

2

=+ x
m
k

dt
xd .                 (5.4) 

В (5.4) величина 0>
m
k

; обозначим ее w0
2: 

 2
0ω

m
k

= .               (5.5) 

Подставим (5.5) в (5.4):  

 02
02

2

=+ xω
dt

xd
.               (5.6) 

Выражение (5.6) называется дифференциальным уравнением гармони-
ческих колебаний. Решением этого уравнения  являются функции, име-
ющие вид:  
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                                           )tcos(Ax aw += 0                                         (5.7) 
                                   или )tsin(Ax aw ¢+= 0 ,                                        (5.7а) 
где A, a¢a  , - некоторые константы (то, что выражения (5.7) и (5.7а) явля-
ются решениями уравнения (5.6), можно проверить непосредственной 
подстановкой). Уравнения (5.7) и (5.7а) называются кинематическим 
уравнением гармонических (или свободных незатухающих) колеба-
ний. 
 Поскольку cosj = sin(j - p/2), то от первого уравнения (5.7а) все-
гда можно перейти  ко второму и наоборот. В дальнейшем, для определен-
ности, будем использовать первое из уравнений (5.7): 
 )tcos(Ax aw += 0 .               (5.7) 
В уравнении (5.7) x - смещение частицы от положения равновесия в мо-
мент времени t; w0 - циклическая частота; awj += t0  - фаза колебаний 
(измеряется в радианах); при t = 0 фаза j = a, т.е. a - начальная фаза 
колебаний. Т.к. максимальное значение cosj =1,  то из (5.7)  получим мо-

дуль максимального смещения от положения равновесия Amx = . Вели-

чина А - амплитуда колебаний – максимальное смещение частицы от по-
ложения равновесия. На рис.(5.2) показан график гармонических колеба-
ний (т.е. график функции (5.7)).  

Период колебаний Т – время одного полного колебания. За это вре-
мя фаза колебания изменяется на 2π (функция косинуса является периоди-
ческой с периодом 2π). На рис 5.2 T=t2 -t1. Фазы колебаний в эти момен-
ты времени:  

j1=w0t1+a; j2=w0t2+a;Þj1 - j2=w0(t2-t1)=w0T. 
Так как      

j1 - j2=2p  Þ    π Tω 20 = , 
То из последнего равенства следует, что циклическая частота 

 
T
π  ω 2

0 = .              (5.8) 

Если за время t совершилось число N полных колебаний, то период T -  
время, за которое совершается одно полное колебание: 

        T=t/N.                                                   (5.8а) 
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Частота колебаний n - число колебаний за единицу времени: 
ν = N/t. 

Из сравнения с уравнением 
(5.8а) видно, что частота 
колебаний n  - величина об-
ратная периоду колебаний. 
Поэтому связь частоты и 
периода колебаний имеет 
вид: 

                    
T

ν 1
= .         (5.9) 

Подставив (5.9) в (5.8), полу-
чим связь циклической частоты с периодом и частотой колебаний 

 pn22
0 ==

T
π  ω .             (5.9а) 

Из уравнений (5.8а) и (5.9) получим единицы измерения T и n: 
 [T]=c;  [n]=1/c=Гц (герц). 

 
5.2 Скорость, ускорение и энергия при гармонических колебаниях 

 
 Проекция на ось x скорости колеблющейся частицы 

         
dt
dx

x =u .            (5.10) 

Подставим (5.7) в (5.10) и возьмем производную по времени в полученном 
выражении: 

 [ ] α)t(ωsinAωα)t(ωcosA
dt
d

xx +-=Þ+= 000 uu . 

Обозначим:                                      0wu Am = .                              (5.11) 

Тогда                                  )tsin(mx awuu +-= 0 ,                          (5.12) 
где um - амплитуда скорости.  Видно,  что скорость,  так же как и коорди-
ната x частицы, изменяется по гармоническому закону. Т.к. 

)tcos()tsin( 200 pawaw ++=+-  , 
 то из (5.12) следует, что 
                 )tcos()tsin( mmx 200 pawuawuu ++=+-= .     (5.12а) 
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Из сравнения (5.12а) и (5.7) видно, что разность фаз между x и ux (другими 
словами -  сдвиг фаз)  равна  p/2.  В тех точках,  где х =0 (т.е. для которых 

L,/ ,/ t 2320 ppawj =+= ),  mх uu = . 

 Проекция ускорения на ось х 

[ ] α)t(ωcosωaα)t(ωsin
dt
da

dt
d

a mxmx
x

x +-=Þ+-=Þ= 000 uu
u

 

Обозначим:                             2
00 wwu Aa mm == .                                  (5.13) 

Тогда                                  )tcos(aa mx aw +-= 0 ,                               (5.14) 
т.е. ускорение тоже подчиняется гармоническому закону; ma - амплитуда 
ускорения. 
                      )tcos(a)tcos(aa mmx pawaw ++=+-= 00 .        (5.14а) 
Видно, что сдвиг фаз между xa  и x равен p (см. уравнения (5.14а) и (5.7)); 
сдвиг фаз между xa  и ux равен p/2 (уравнения (5.14а) и (5.12а)). Отметим, 
что подстановка уравнений (5.14)  и (5.7) в уравнение (5.6) с учетом (5.13) 
дает тождество.  Это означает, что выражение (5.7) есть решение уравне-
ния (5.6). 
 В  разделе 5.1 было показано, что незатухающие собственные гар-
монические колебания возникают при действии квазиупругой силы. Так 
же как и сила упругости - это консервативная сила. Так как других сил нет, 
то в рассматриваемом случае должен выполняться закон сохранения меха-
нической энергии (раздел 4.3). Найдем кинетическую и потенциальную 
энергии частицы, совершающей  гармонические колебания: 

22 22 xkE  ; mE пк == u . 
Подставим в первое из этих выражений уравнение (5.12), во второе - (5.7) 
(для краткости обозначим  j=w0t+a): 

                            
22

2222 jju coskAE   ;   
sinm

E п
m

k == .                    (5.15) 

Подставим um=Aw0 и найдем полную механическую энергию: 

22

2222
0

2 jj coskAsinωmA
EEEE пк +=Þ+= . 

Из (5.5) следует:                          km =2
0w .                                            (5.16) 

Тогда               

22

2
22

2 kA)cos(sinkAE =+= jj . 

С учетом (5.16)  и (5.11) для полной механической энергии получим: 
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                                22

22
mmυkAE ==  .                                       (5.17) 

Видно, что при гармонических колебаниях механическая энергия частицы 
не зависит от времени, т.е. остается постоянной, а, следовательно, выпол-
няется закон сохранения механической энергии. Выражение (5.17) показы-
вает, что при гармонических колебаниях полная механическая энергия рав-
на максимальной потенциальной энергии (т.е. энергии при |x|=A;  в этих 
точках Eк = 0), либо максимальной кинетической энергии (т.е. энергии в 
точке х =0, где |u|=um, а Еп=0). 
 

 5.3 Сложение одинаково направленных колебаний 
 

Гармонические колебания часто удобно представить в виде векторной диаграммы 

(рис. 5.3а). Возьмем вектор A
r

, модуль которого равен амплитуде А колебаний и располо-

жим его к оси х под углом a, равным начальной фазе колебаний. Представим, что этот век-

тор вращается вокруг оси, проходящей через точку О с угловой скоростью w, равной цикли-

ческой частите колебаний. При равномерном вращении за время t он повернется на угол wt. 
Угол j между вектором А

r

и осью х будет с течением времени изменяться по тому же зако-
ну, что и фаза колебаний:  

j=w t+a . 
При этом проекция вектора А

r

 на ось х будет равна: 

x=Acosj=Acos(wt+a). 
Таким образом, проекция вектора А

r

 на ось  х совершает гармоническое колебание.  
Рассмотрим сложение двух гармонических колебаний одинакового направления и 

одинаковой частоты. Смещение х колеблющейся частицы будет суммой смещений x1  и x2, 
уравнения которых имеют вид: 

                            x1=A1cos(wt+a1); x2=A2cos(wt+a2) .            (5.18) 
Представим оба колебания в виде векторной диаграммы (рис. 5.3б). Очевидно, результирую-

щий вектор А
r

 будет тоже вращаться с угловой скоростью w, а его проекция   
x=x1+x2 . 

Следовательно, результирующее колебание тоже гармоническое и имеет частоту w. Ампли-

туда этого колебания равна модулю вектора А
r

, а начальная фаза – углу a между вектором  

А
r

 и осью х (рис. 5.3б): 

x=Acosj=Acos(wt+a). 
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Найдем амплитуду А и начальную фазу a результирующего колебания. Из рис. 5..3б 

по теореме косинусов получаем, что 

    βcosAAAAA 21
2
2

2
1

2 2-+= . 
Так как b=p-(a2-a1), то cosb= cos[p-(a2-a1)]=-cos(a2-a1), 
где a2-a1 – разность фаз колебаний. Поэтому выражение для результирующей ампли-
туды А принимает вид: 

                                )α(αcosAAAAA 1221
2
2

2
1

2 2 -++=  .                (5.19) 

Рассмотрев на рис. 5.3б прямоугольный треугольник с гипотенузой А и катетами x и y, мож-
но получить выражение для начальной фазы a результирующего колебания: 

Þ
+
+

==
21

21

xx
yy

x
ytgα  

                        
2211

221 1

αcosAαcosA
αsinAαsinAtgα

+
+

=  .                (5.20) 

 
5.4 Пружинный, физический и математический маятники 

 
 Пружинный маятник - это твердое тело, соединенное с пружиной 
и совершающее колебания под действием силы упругости. Очевидно, что 
действие силы упругости аналогично действию квазиупругой силы, рас-
смотренной в 5.1. Следовательно, пружинный маятник совершает гармо-
нические колебания с циклической частотой w0, определяемой выражени-
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ем (5.5), и периодом Т, который можно найти из (5.19а). Поэтому цикли-
ческая частота и период колебаний пружинного маятника соответ-
ственно равны: 

            
k
mπT;

m
kω 20 == , (5.21) 

где k – жесткость пружины, m – масса тела. Дифференциальное и кине-
матическое уравнения колебаний пружинного маятника имеют соот-
ветственно вид (5.6) и (5.7). 

Физический маятник - это твердое тело, совершающее колебания 
под действием силы тяжести вокруг неподвижной оси, не проходящей 
через центр масс (рис. 5.4).  

В положении равновесия линия, соединяющая ось вращения и центр 
масс, расположена вертикально. При колебаниях все точки маятника и эта 
линия отклоняются от положения равновесия на угол j. При этом возни-
кает момент Mz силы тяжести (уравнение (2.28)), который стремиться вер-
нуть маятник в положение равновесия: 

 
 

jsinL ; mgFFM z ×==Þ= ll , 

где m - масса маятника, l  - плечо силы, L - расстояние от оси вращения до 
центра масс (точки С). Таким образом, момент силы тяжести относи-
тельно оси вращения Z 
 jsinLmgM z ××-= .            (5.22) 
Знак “-” показывает, что отклонение маятника происходит в одну сторону 
(на рис.  “против часовой стрелки”), а момент силы вращает в противопо-
ложную сторону (на рис. “по часовой стрелке”). 
 Запишем закон динамики вращательного движения 
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eZZ IM = , 

где 22 dtd je =  - угловое ускорение. Следовательно, для физического ма-
ятника закон динамики вращательного движения принимает вид: 

 
2

2

dt
dIsinLmg Z

j
j =××- .            (5.22а) 

Для малых углов отклонения (j <  0,1  рад.),  т.е.  для малых колебаний 
jj »sin . Тогда  

02

2

2

2
=+Þ=××- j

jj
j

z
z I

mgL
dt
d

dt
dILmg . 

 Обозначим                                
ZI

mgLω =2
0 .                                   (5.23) 

Следовательно, дифференциальное уравнение гармонических колеба-
ний физического маятника имеет вид: 

                                                  0ω
dt
d 2

0 =+ j
j
2

2
,                                   (5.24) 

Это значит, что маятник совершает гармонические колебания, кинемати-
ческое уравнение которых: 

)tcos(m awjj += 0 ,  
где j  - угол отклонения маятника от положения равновесия в момент 
времени t, mj  - амплитуда колебаний, т.е. максимальный угол отклонения 
от положения равновесия. Циклическую частоту w0 и период Т колеба-
ний физического маятника находим из (5.23): 

                       
mgL
Iπ

ω
π  ;  T

I
mgLω z

z
22

0
0 === ,                      (5.25) 

где Iz – момент инерции маятника относительно оси вращения, L - рассто-
яние от оси вращения до центра масс (точки С). 
 Математический маятник – это материальная точка, подвешен-
ная на невесомой и нерастяжимой нити. Его можно рассматривать как 
частный случай физического маятника. Для материальной точки 

2mLI z = , 
где в случае математического маятника L - длина нити. Поэтому для тако-
го маятника из (5.25) получим: 
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20
mL
mgL

I
mgLω

z
== . 

Откуда следует, что циклическая частота w0 и период Т колебаний ма-
тематического маятника соответственно равны: 

                              
g
Lπ  ;  T

L
gω 20 == .                                   (5.26) 

 
5.5 Затухающие колебания. Логарифмический декремент затухания 

 
 Рассмотрим колебания, при которых кроме квазиупругой силы 
Fx=-kx  действует и сила трения Fтр (сопротивления). Во многих, практи-
чески важных случаях,  действует сила вязкого трения,   которая при не-
больших скоростях определяется формулой (2.14):  

u
rr

rFтр -=  , 

где r - коэффициент сопротивления, u -скорость частицы. Для одномерно-
го колебания вдоль оси х второй закон Ньютона в проекциях на ось х име-
ет  вид: 

Þ===--Þ=+
2

2

dt
xd  ;  a

dt
dx  ;  υmarυkxmaFF xxxxxтрx  

02

2

2

2
=++Þ=-- x

m
k

dt
dx

m
r

dt
xd

dt
xdm

dt
dxrkx . 

Обозначим:  

                    
m
rβ  ;  

m
kω == 22

0 ,                                      (5.27) 

где b - коэффициент затухания. Тогда 

                                  02 2
02

2
=++ xω

dt
dxβ

dt
xd

.                                     (5.28) 

Это уравнение называется дифференциальным уравнением затухающих 
колебаний, где w0 - собственная частота колебаний, т.е. частота, кото-
рую имела бы система в отсутствии сил трения. 
 Для затухающих колебаний физического маятника получится анало-
гичное уравнение. В этом случае в уравнение динамики вращательного 
движения маятника (5.22а) eZZ IM =   надо добавить момент силы трения 
Mтр=-rврw, где rвр – коэффициент сопротивления при вращательном дви-
жении. Тогда закон динамики вращательного движения примет 
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вид: eZтрZ IMM =+ .  Обозначив 2b=rвр/IZ, получим дифференциальным 
уравнением затухающих колебаний физического маятника: 

  0
dt
d2β

dt
d

=++ jw
jj 2

02

2
,         (5.28.а) 

где j  - угол отклонения маятника (рис. 5.4). 
Решение дифференциального уравнения затухающих колебаний 

(5.28, 5.28.а) необходимо рассмотреть для двух случаев. 
1. b<w0. 
 Прямой подстановкой можно убедиться, что в этом случае решение 
уравнения (5.28) имеет вид: 
                  α)t(coseAx βt += - w0 ,                                    (5.29) 

или  α)t(sineAx βt += - w0 , где 

         22
0 bww -= ,                                    (5.30) 

0А  и a - постоянные. 
 

 
 
 Уравнение (5.29) - кинематическое уравнение затухающих коле-
баний; w (уравнение(5.30)) - циклическая частота затухающих колеба-
ний. Из (5.29) видно, что амплитуда А затухающих колебаний в момент 
времени t  

  
teA)t(A b-= 0 ,             (5.31) 

где А0 – начальная амплитуда (в момент времени t=0). Из формулы видно, 
что с течением времени амплитуда уменьшается (рис. 5.5). 
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На рис.  5.6  показан график затухающих колебаний.  Колебания со 
временем постепенно затухают, т.к. полная механическая энергия вслед-
ствие действия сил трения переходит во внутреннюю энергию (выделяется 
в виде тепла). Скорость затухания определяется величиной b.  За время 
τ=1/b  амплитуда колебаний уменьшается в e раз: 

e
A

eAeAeA)(A β
β

β 01
0

1

00 ==== -
-

- tt . 

Следовательно, коэффициент затухания b - величина обратная проме-
жутку времени, за который амплитуда уменьшается в е раз.  В этом со-
стоит физический смысл коэффициента затухания. Чем больше b, тем 
быстрее уменьшается амплитуда колебаний.  

Отношение амплитуд, соответствующих моментам времени, от-
личающимся на период, называется декрементом затухания, а логарифм 
этой величины называется логарифмическим декрементом затухания: 

T)A(t
A(t)lnλ

+
= . 

Подставляя соотношение (5.31), получим: 

Þ=
×

=Þ= ×
×-×-

×-

+-

×-
Tβ

Tβtβ

tβ

T)β(t

tβ

eln
ee

elnλ
eA
eA

lnλ
0

0  

                                                         l=bТ  .                                  (5.32) 
Уравнение (5.32) выражает связь между величинами l, b  и Т. 

Из (5.32) следует:             T
tλ

eAβteA  ;  A(t)
T
λβ

-
=-== 00 . 

Здесь Т – период затухающих колебаний, который с учетом (5.30) равен: 

22
0

22

bw

p

-
==

ω
π T . 

2. b³w0.  
В этом случае сила трения настолько боль-

шая, что процесс носит непериодический (аперио-
дический) характер. В зависимости от начальных 
условий (начального отклонения, начальной скоро-
сти, ее направления) зависимость х(t) будет иметь 
вид, приблизительно представленный на рис. 5.7 
кривой 1 или 2. 
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5.6 Вынужденные колебания 
 

 Рассмотрим колебания, когда на систему, кроме квазиупругой силы 
и силы трения, действует и вынуждающая сила, меняющаяся по гармони-
ческому закону с частотой W: 
 tcosFF ×= W0 ,           (5.33) 
 где F0 - амплитуда вынуждающей силы. В этом случае установившиеся 
колебания будут иметь частоту, равную частоте вынуждающей силы и 
называются вынужденными колебаниями. 
 Кинематическое уравнение вынужденных колебаний имеет вид: 

( )aW +×= tcosAx  . 
Можно показать, что амплитуда А и начальная фаза a вынужден-

ных колебаний определяются соотношениями: 

        
22222

0

0

4 Ωβ)Ω(ω

/mF
A

+-
= ,            (5.34) 

                                     2
0

2
2

ωΩ
βΩtgα
-

= .                             (5.35) 

где w0 - собственная частота колебаний системы, b - коэффициент затуха-
ния. Из уравнения (5.34) следует, что амплитуда вынужденных колебаний 
прямо пропорциональна амплитуде F0 вынуждающей силы и зависит от 
частоты этой силы W и коэффициента затухания b. На рис. (5.8) показана 
эта зависимость для двух различных значений b. Видно, что при некоторой 
частоте Wр  амплитуда вынужденных колебаний имеет максимум. Явление 
резкого возрастания амплитуды колебаний при частоте вынуждающей 
силы Wр называется резонансом, а частота Wр - резонансной частотой. 
Так  как при Wр амплитуда  А(W) имеет максимум,  то в этой точке произ-
водная от А по W   должна равняться нулю: 

0=
рΩdΩ

dA . 

Отсюда можно найти резонансную частоту: 

 22
0 2βωΩ р -=  .             (5.36) 

Чем больше b, тем меньше Wр. При небольших b (малое затухание) Wр»w0, 
т.е. резонанс наступает тогда, когда частота вынуждающей силы близка к 
собственной частоте w0. 

Подставив (5.36) в (5.34), найдем резонансную амплитуду Ap: 
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22

0

0

2 βωβ

/mF
Aр

-
= .                      (5.37) 

 

 
  
 
5.7 Волны. Волны поперечные и продольные. Волновая поверхность, 

фронт волны. Уравнение плоской волны, длина волны, 
волновое число. Фазовая скорость 

 
Если в среде возбудить колебания частиц, то вследствие взаимодей-

ствия между частицами,  эти колебания будут передаваться от частицы к 
частице. Процесс распространения колебаний в пространстве называется 
волной. Волны, распространяющиеся в упругой среде (твердой, жидкой 
или газообразной) называются упругими.  

Частицы среды, в которой распространяется волна, не вовлекаются 
волной в поступательное движение, они лишь совершают колебания около 
положения равновесия.  Волна называется поперечной, если колебания 
частиц перпендикулярны направлению распространения волны. В про-
дольной волне  частицы колеблются вдоль направления распространения 
волны. В жидкостях и газах возникают только продольные волны, в твер-
дых телах и продольные, и поперечные. 

Под частотой n  и периодом Т волны понимают соответственно ча-
стоту и период  колебаний частиц среды.  В частности звук – это упругие 
волны с частотой от 16Гц  до 20кГц. 
 На рис. 5.9 показан процесс распространения поперечных колебаний 
вдоль цепочки частиц, вызванный колебанием первой из этих частиц (ис-
точник волны - первая частица). За время T/4 (Т - период колебаний) пер-
вая частица А из положения равновесия сместиться на расстояние, равное 
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амплитуде колебаний. К концу этого промежутка времени в колебания 
вовлекутся все частицы вплоть до той, которая обозначена В (рис. 5.9а). 
Таким образом, частица В начнет колебания через время T/4 после начала 
колебаний первой частицы. Через время T/2 первая частица вернется в по-
ложение равновесия. Для частицы В время от начала ее колебаний соста-
вит T/4 и, следовательно, она будет в положении максимального отклоне-
ния. При этом в колебания вовлекутся все частицы до той, которая обозна-
чена С (рис. 5.9б). Частица С начнет совершать колебания через время T/2 
после начала колебаний частицы А. Рассматривая процесс дальше, увидим, 
что через время Tt =  колебания дойдут до частицы Е. 

На рис. 5.9 показано распространение колебаний вдоль оси х. В дей-
ствительности в колебания вовлекаются частицы расположенные в неко-
тором объеме. Геометрическое место точек, до которых доходят колебания 
к моменту времени t, называется волновым фронтом. Геометрическое ме-
сто точек, колеблющихся в одинаковой фазе, называется волновой поверх-
ностью. Очевидно, что отклонения точек волновой поверхности от поло-
жения равновесия одинаковые, т.к. фаза колебаний этих точек одна и та 
же. Волновых поверхностей можно выделить сколь угодно много.  

 
По форме волновой поверхности различают плоские волны (волно-

вая поверхность - плоскость), сферические волны (волновая поверхность - 
сфера) и т.п.  
 Расстояние, на которое распространяется волна за время, равное 
периоду колебаний частиц, называется длиной волны. Так за время 
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Tt =  волна проходит расстояние равное длине волны l , то скорость 
распространения волны 
                                                       u=l/T=ln  .               (5.38) 

Уравнением волны называется выражение, которое дает возмож-
ность рассчитать смещения колеблющихся частиц среды как функцию их 
координат и времени. Рассмотрим плоскую волну, распространяющуюся 
вдоль оси у (рис. 5.10). Плоскость 1, расположенная в начале координат, 
является источником волн. Т.к. волна плоская, то отклонения x всех точек 
источника от положения равновесия в некоторый момент времени t одина-

ковы: 
                             x=Acos(wt+a).                       (5.39) 
Плоскость 2 - некоторая волновая поверхность, 
поэтому отклонения точек этой поверхности от 
положения равновесия равны друг другу. Следо-
вательно, для этой поверхности  x  зависит только 
от  y  и  t (т.е.  x(y,t)). Найдем эту зависимость. Из 
объяснений к рис. 5.9 следует, что точки волновой 
поверхности (плоскость 2) колеблются с той же 
частотой, что и точки источника, но начинают 

колебания на некоторое время t  позже. Если t - это время колебаний точек 
источника, то время колебаний точек волновой поверхности  равно t-t. Из 
сказанного и уравнения (5.39) получим: 

[ ]ατ)ω(tcosAx(y,t) +-= , 
где t- время, за которое волна дошла от источника 1 до плоскости 2. Воз-
вращаясь к рисункам (5.9) и (5.10), можно найти t: 

υ
yτ = . 

Следовательно, 

    úû
ù

êë
é +-= α)yω(tcosAx(y,t)

u
.            (5.40) 

Это есть уравнение плоской волны, распространяющейся вдоль поло-
жительного направления оси y, (если волна распространяется в противо-
положную сторону, то в уравнении  (5.40) надо  y  заменить на  -y). 
 Преобразуем уравнение (5.40): 

λ
π

T
πω 22

==
uu

. 

Эту величину называют волновым числом k: 
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υ
ω

λ
πk ==

2
 .                          (5.41) 

В общем случае используют волновой вектор k
r

 - это вектор, направлен-
ный по нормали к волновой поверхности в сторону распространения вол-
ны и числено равный 2p/l.Подставим (5.41) в (5.40): 

  x=Acos(wt-ky+a).              (5.42) 
Это другая форма записи уравнения плоской волны. 

Отклонение от положения равновесия х(y,t) функция двух перемен-
ных. Поэтому удобно строить график этой функции  либо для некоторой 
фиксированной координаты y0   (x(y0,t)), либо для некоторого фиксирован-
ного момента времени t0 (x(y,t0)). В первом случае это будет график коле-
баний  для частиц с координатой у0 (см. раздел 5.1). Во втором случае по-
лучим график, показывающий отклонение от положения равновесия ча-
стиц с разными координатами у в некоторый момент времени t0, (рис. 
5.11). Это будет график волны. Рассмотрим некоторую волновую поверх-
ность (соответствующую, например, гребню волны). Фаза колебаний ча-
стиц этой поверхности  
 j0= wt-ky+a.             (5.43) 

Ясно, что данное значение фазы с изменением  времени t  будет 
оставаться неизменным (j0=const) с распространением колебаний вдоль 
оси у. Т.е. волновая поверхность, частицы которой имеют фазу j0, движет-
ся вдоль оси  y  (подобно движению “круга” на воде от брошенного камня). 
Скорость движения волновой поверхности называется фазовой скоростью 
uф. Для того чтобы найти uф, продифференцируем уравнение (5.43): 

k
ω

dt
dykdydtω =Þ-×=0 . 

Т.к.                                                 
dt
dyυ = , 

то      
Тk

ωυф
l

==  .   (5.44) 

Отсюда видно,  что для рас-
сматриваемого случая моно-
хроматической волны ско-
рость волны u и фазовая ско-
рость uф  совпадают (см. урав-
нения (5.41) и (5.44)). 
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6 Принцип относительности Галилея.  
Элементы специальной теории относительности 

 
6.1 Принцип относительности Галилея 

 
 Рассмотрим две инерциальные си-
стемы отсчета (рис. 6.1). Систему K будем 
считать неподвижной, систему K¢ -  по-
движной. Ее скорость 0u

r
 относительно 

неподвижной системы K постоянна и 
направлена вдоль оси х. Координатные оси 
систем выберем так,  что бы они были па-
раллельны друг другу;  а в начальный мо-
мент времени начала координат систем 
совпадали. Такое расположение осей вы-

брано для упрощения вида нижеприведенных уравнений. (Результаты, ко-
торые будут получены в дальнейшем, можно обобщить для любого взаим-
ного расположения систем K и K¢). 

Найдем связь координат частицы Р в системе K  с ее координатами 
в системе K¢ . Из рис. (6.1) видно: 
 x=x¢+u0t; y=y¢; z=z¢; t=t’  .                                    (6.1) 
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Последнее из равенств (6.1) означает, что длительность некоторого собы-
тия в системах K  и K¢  одинакова. Уравнения (6.1) называются преобразо-
ваниями Галилея. 
 Найдем связь между скоростями u

r
 и 'u
r

частицы Р  в  системах от-
счета K  и  K¢. Проекции этих скоростей на ось х в системах K  и K¢  соот-
ветственно равны: 

dt
xd  ;

dt
dx '

xx
¢

== uu . 

Продифференцируем первое выражение из (6.1), получим: 

              00 uuuu +=Þ+
¢

= '
xxdt

xd
dt
dx . 

Аналогично                  '
zz

'
yy ; uuuu == . 

После преобразований получим: 
           0uuu

rrr
+= ' ,                                                 (6.2) 

где  u
r

- скорость частицы относительно неподвижной системы К, 'u
r

- ско-
рость частицы относительно подвижной системы K¢, 0u

r
- скорость по-

движной системы K¢ относительно неподвижной системы К.  
Соотношение (6.2) – это закон сложения скоростей в классической ме-
ханике. 
 Найдем ускорение точки в системах K  и K¢ : 

dt
da   ;

dt
da uu ¢

=¢=
r

r
r

r
. 

После дифференцирования (6.2) получим (учитывая, что 
000 =Þ= dtdconst uu

rr
): 

     aa ¢=
rr

.                                    (6.3) 
Отсюда следует, что ускорение точки во всех системах отсчета, движу-
щихся друг относительно друга прямолинейно и равномерно, одинаково. В 
частности, если одна из систем инерциальная (т.е. при отсутствии сил 

0=ar ), то и остальные системы будут инерциальными (т.е. 0=¢ar ). 
 Второй закон Ньютона в системах K  и K¢  будет иметь вид: 

       amF;   amF ¢=¢=
rrrr

.                                  (6.4) 
Из (6.3) и (6.4) следует,  что силы,  действующие в системах  K  и K¢ тоже 
одинаковы. Следовательно, законы механики одинаково формулируются 
для всех инерциальных систем отсчета. Это утверждение носит название 
принцип относительности Галилея.  С механической точки зрения все 
инерциальные системы отсчета эквивалентны: все  механические  явления 
в различных инерциальных системах отсчета протекают одинаковым обра-
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зом, поэтому никакими механическими опытами нельзя установить, что 
данная система отсчета покоится или равномерно и прямолинейно дви-
жется. Величины, имеющие одно и то же числовое значение во всех си-
стемах отсчета, называются инвариантными (например, масса). В этом 
смысле говорят, что  уравнения динамики инварианты по отношению к 
преобразованиям координат от одной инерциальной системы отсчета к 
другой. 
 

6.2 Постулаты Эйнштейна.  
Преобразования Лоренца и следствия из них 

 
 Специальная теория относительности Эйнштейна (релятивистская 
механика) основана на двух постулатах  (утверждениях), которые носят 
названия: принцип относительности Эйнштейна и принцип постоян-
ства скорости света 
 Принцип относительности Эйнштейна является распространением 
принципа относительности Галилея (механического принцип относитель-
ности) на все физические явления. Согласно этому принципу все законы 
природы одинаковы для всех инерциальных системах отсчета. Следо-
вательно, уравнения, выражающие законы природы, инварианты по отно-
шению к преобразованиям координат и времени от одной инерциальной 
системы отсчета к другой. 
 Принцип постоянства скорости света утверждает, что скорость 
света в вакууме одинакова во всех инерциальных системах отсчета и не 
зависит от скорости движения источников и приёмников света 
 Возьмём две инерциальных системы отсчета, аналогичные тем, что 
рассмотрены на рис 6.1: система K неподвижная, система  K¢ движется 

относительно системы K со скоростью 

0u
r

. Для того чтобы выполнялись по-
стулаты Эйнштейна, переход от коор-
динат и времени, отсчитанных в систе-
ме K¢ , к координатам и времени, отсчи-
танных в системе K , должен  выполнят-
ся согласно следующим соотношениям: 
 

                
22

0

2
0

22
0

0

11 c

cxt
z',t,zy,y

c

tx
x

u

u

u

u

-

¢+¢
==¢=

-

¢+¢
=  .                 (6.5) 

где  с =3×108м/с - скорость света в вакууме. Уравнения (6.5) называются 
преобразованиями Лоренца. При скоростях u0<<c величину u0/c можно 
принять равной нулю. В таком случае преобразования Лоренца (6.5) пере-
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ходят в преобразования Галилея (6.1). Следовательно, преобразования Га-
лилея можно применять только при малых скоростях по сравнению со 
скоростью света (это же утверждение относится и ко всей нерелятивист-
ской физике). 
 Рассмотрим следствия из преобразований Лоренца. 

I. Промежуток времени между событиями в различных системах 
отсчёта. Пусть в системе отсчета K¢ (рис. 6.2), движущейся относительно 
системы К со скоростью u0, в одной и той же точке с координатой x¢ в мо-
менты времени t¢1 и t¢2 происходят два каких–то события (например, две 
вспышки света). В системе K¢ промежуток времени между этими события-
ми 120 ttt ¢-¢=D .  

Эти же события относительно системы отсчета К происходят соот-
ветственно в моменты времени t1 и t2, которые можно выразить из преоб-
разований Лоренца (6.5): 

                                 
22

0

2
01

1
1 cυ

cυxt
t

-

¢+¢
=  , 

22
0

2
02

2
1 c

cxt
t

u

u

-

¢+¢
= .                       (6.6) 

(Здесь учтено, что событие происходит в одной же точке с координатой x¢, 
т.е. x¢=const). Промежуток времени между этими событиями в системе K: 
                   ∆t=t2-t1 .                                                (6.7) 
Подставим в (6.7) выражения (6.6): 

Þ
-

¢-¢
=-=

22
0

12
12

1 c

tt
ttΔt

u
 

                    
22

0

0

1 cυ

ΔtΔt
-

= .                                     (6.8) 

Здесь промежуток времени ∆t0 - это собственное время, измеренное по 
часам системы K¢, движущимся со скоростью u0 относительно системы К. 
Из (6.8) следует, что промежуток времени tD , измеренный по неподвиж-
ным часам системы К, всегда больше собственного времени ( 0tt D>D ). 

II. Длина тел в разных системах отсчета. Пусть имеется стержень, 
расположенный вдоль оси x и движущийся со скоростью u0. Аналогично 
пункту I можно показать, что длина стержня 0l , измеренная в системе K¢, 
относительно которой он покоится (т.е. длина покоящегося стержня) и 
длина стержня l в системе K (т.е. длина, измеренная в системе, относи-
тельно которой он движется) разная. Повторяя рассуждения пункта I, по-
лучим: 

         22
00 c1 u-= ll  .                                    (6.9) 
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Видно, что 0ll < , Этот результат называется лоренцевым сокращением. 
III. Сложение скоростей. Для упрощения формул будем считать, 

что скорость частицы параллельна оси х. Тогда модули скоростей частиц в 
системах K и K¢  соответственно равны: 

td
xdυ'υ';

dt
dxυυ xx ¢

¢
==== . 

Учитывая преобразования (6.5) можно для рассматриваемого случая полу-
чить релятивистский закон сложения скоростей: 

           2
0

0

с'1
'
uu

uu
u

+

+
=  .                                   (6.10) 

В случае  малых скоростей u0 << c формула (6.10) переходит в закон сло-
жения скоростей классической (нерелятивистской) механики  (6.2). 
 Пусть скорость c='u . Из (6.10) получим: 

c
сc1

c
=

+

+
=

2
0

0

u

u
u , 

что согласуется со вторым постулатом Эйнштейна. 
 

 6.3 Основные понятия релятивистской динамики 
 

 Релятивистская динамика изучает движение частиц с большими 
скоростями, т.е. соизмеримыми со скоростью света. 
 Релятивистской импульс частицы 

     
221 cυ

υmp
-

=
r

r
,                (6.11) 

где u - скорость частицы, m – масса частицы, не зависящая от ее скорости, 
инвариантная по отношению к выбору системы отсчета. (До недавнего 
времени массу m называли массой покоя и обозначали m0.)  Множитель в 

(6.11) 221 cυm - называли  релятивистской массой или массой движе-
ния. От понятия релятивистской массы, зависящей от скорости, сейчас 
отказываются.) 
 Релятивистское  выражение второго закона Ньютона имеет вид: 

                    
÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

-
==

221 cυ

υm
dt
d

dt
pdF

rr
r

.                            (6.12) 

Известно, что работа силы равна приращению энергии частицы (см. раздел 
3), т.е.  
             dEdFdA == l

rr

.           (6.13) 
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Подставив в (6.13)  уравнение (6.12) и проинтегрировав результат, можно 
получить энергию свободной частицы 

                          
22

2

1 cυ

mcE
-

= ,                                     (6.14) 

которую называют полной энергией.  
Если частица покоится (u = 0), получим энергию покоя E0: 

                 2
0 mcE = .                                    (6.15) 

Энергия покоя, также как и масса m – инвариант в отличие от полной 
энергии, которая зависит от системы отсчета. Энергия покоя тела является 
его внутренней энергий. Она состоит из суммы энергий покоя всех частиц 
тела, кинетической энергии всех частиц и потенциальной энергии их взаи-
модействия. В нее не входит потенциальная энергия во внешнем силовом 
поле.  Энергия покоя тела не равна сумме энергий покоя частиц,  из кото-
рых состоит тело. Это же относится и к массе (в прежней терминологии  - 
массе покоя). Т.е. в релятивистской механике не выполняется закон сохра-
нения массы. Например, масса покоя атомного ядра меньше суммы масс 
покоя частиц,  входящих в ядро.  Свойство аддитивности массы 
выполняется лишь в пределе, когда u <<c . 
 Кинетическая энергия Ек равна разности полной энергии и энергии 
покоя: 
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mcEEE к .                    (6.16) 

 При  u = c подкоренное выражение в знаменателе в уравнениях ре-
лятивистской динамики стремится к бесконечности. Если 0¹m , то эти 
уравнения теряют смысл. Это означает, что частица с массой 0¹m   не 
может двигаться со скоростью света.  
 Все вышеприведенные уравнения при u<<c переходят в уравнения 
классической физики. 
 Исключив из  (6.11) и (6.14) скорость u, получим связь между энер-
гией и импульсом: 

                         22
0

2 cmpcE += .                                   (6.17) 
Из этих же уравнений следует: 
                2cυEp rr

= .                                   (6.18) 
При  0=m  из (6.17) получим связь энергии и импульса для частицы с 
нулевой массой (безмассовая частица) 
         E=cp .                                       (6.19) 
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Это соотношение согласуется с (6.18) если, u=c. Следовательно, частица с 
массой, равной нулю, всегда движется со скоростью света. Импульс таких 
частиц может быть найден из соотношения (6.19).  В частности такой ча-
стицей является квант света - фотон.  
 

 

 

 

 

 

 

ПРИЛОЖЕНИЯ 
 

ПРИЛОЖЕНЕ А 
(математическое) 

 
I Основные сведения из алгебры, геометрии и тригонометрии 

 
I.1 Квадратное уравнение и его корни. 

;
2

0 21
2

a
Db  ;   xcbxax ,

±-
==++  acbD 42 -= . 

I.2 Некоторые геометрические характеристики окружности. 
     Длина окружности: dπRπL ×=×= 2 (d – 
     диаметр) 

     Площадь круга: 
4

2
2 πdπRS == .  

     Длина дуги окружности (рис. 1):  R×= jl .  

     Площадь сектора (рис. 1):   
2

2RS ×
=

j
.           

     Угол j  выражается в радианах. 
I.3 Некоторые геометрические характеристики сферы. 

Рис. I.1 
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Площадь сферы: 224 πdπRS == . Объем шара: 
63

4 3
3 πdπRV == . 

I.4 Приращение величины x: 12 xxx -=D ,  
т.е. разность между конечным и начальным значениями  х.   
     Убыль величины x: 21 xxx -=D- . 
I.5 Сумма значений величины а: 

å
=

=+++++
n

i
ini aa......a.....aa

1
21 ,  

где знак å
=

n

1i
- есть сумма по i от 1 до n. 

I.6 Тригонометрические функции (рис. I.2) 

c
aαsin =  - отношение противолежащего катета к 

гипотенузе;  

c
bcos =a   - отношение прилежащего катета к гипотенузе;  

 
b
atg =a  - отношение противолежащего катета к прилежащему; 

a
bctg  =a , 

a
a

tg
ctg  1

= , 

I.7 Значения тригонометрических функций для некоторых углов 
sin00 = 0; sin900 = 1; sin1800 = 0; cos00 = 1; cos900 = 0; cos1800 = -1. 
I.8 Соотношения между тригонометрическими функциями. 

1.αcosαsin 22 =+  
cosαα)cos(;  sinαα)sin( =--=- ; 
ctgαα)ctg(   ;   tgαα)tg( -=--=- . 

cos(900-a) = sina ; cos(900+a) = -sina ; cos(1800-a) = -cosa ;      
cos(1800+a) = -cosa; 
cos(2700-a) = -sina ;       cos(2700+a) = -sina ; 
cos(3600-a) = cosa ;        cos(3600+a) = cosa. 
 
1.9 Теорема косинусов.  
 

αabbac cos2222 -+=  

Рис. I.2 

Рис. I.3 
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II. Основные сведения из векторной алгебры. 
 

II.1. Векторы – величины, характеризующиеся численным значением, 
направлением и складывающиеся по правилу параллелограмма (треуголь-
ника, многоугольника). Модуль вектора - численное значение вектора: 

aa =
r

. 

II.2. Сложение векторов (рис. II.1): bас
rrr

+= ;  
2122 2 α)cosabb(ac ++= . 

 
II.3 Вычитание векторов (рис. II.2): bac

rrr
-= . 

 
II.4 Умножение вектора на скаляр. 

aсb rr

×= .     ab rr

 , если с > 0 ; ab rr

¯  , если с < 0 .   

aeaa rr
= ;  aer  - единичный вектор или орт вектора  

ar , который по направлению совпадает с вектором 
ar .  аea

rr
 , 1=aer  (рис. II.3) 

II.5 ◉ar  - вектор ar  направлен перпендикулярно плоскости рисунка и к 
“нам” 
Ä ar  -  вектор ar  направлен перпендикулярно плоскости рисунка и от 

“нас”. 
II.6 Разложение вектора на составляющие (рис. II.4). 

yx aaa rrr
+= . 

В общем случае: 

zyx aaaa rrrr
++= , 

Рис. 1 Рис. 1 Рис. 1 Рис. 1 

Рис. II.3 
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где xar , yar , zar  - составляющие вектора ar  вдоль осей координат x, y, z.  
Составляющие вектора являются векто-
рами. 
II.7 Проекции вектора. 
Проекции вектора на оси координат (рис. 
II.5): 

αaax cos= ; βaa y cos= ;  

xa и ya - проекции вектора ar  на коор-

динатные оси x и y; a и b - углы между 
вектором ar  и положительными полу-
осями. 

yyxx eaeaa rrr
+= ; 2122 )a(aa yx += . 

 
В общем случае: 

 21222 /
zyx )aaa(a ++= , 

где xer , yer , zer   - единичные векторы (орты) координаты осей x, y, z ; 

1=== zyx eee rrr
. 

II.8 Скалярное произведение двух векторов (рис. II.6).  

bac
rr

= = abcosa = ab abba =  

где ba  - проекции вектора ar   на вектор b
r

;  

ab -  проекции вектора b
r

  на вектор ar .  

abbа rrrr
=  -  скалярное произведение двух векторов 

коммутативно,  т.  е.  не зависит от порядка расположе-
ния сомножителей. 

22 0 acosaaaaa ===
rrr

,  т.е.  квадрат вектора равен квадрату его мо-
дуля. 
II.9 Векторное произведение двух векторов (рис. II.7). 

[ ] babac
rrrrr

´== . 

Вектор cr  перпендикулярен плоскости, в которой лежат векторы ar  и b
r

. 
Направление вектора cr  (векторного произведения) определяют по прави-
лу правого винта (буравчика): буравчик располагают перпендикулярно 
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плоскости, в которой лежат векторы ar  и b
r

 и вращают от первого сомно-

жителя (вектор ar ) ко второму (вектор b
r

) по кратчайшему пути. Поступа-
тельное движение буравчика совпадает с направлением вектора c

r
. 

 

 
III Основные сведения о производных 

 
III.1 Производная  функции  y = f (x) по переменной  x (рис. III.1). 
∆x и ∆y - приращения аргумента x и функции y. 

Dx ® 0 обозначают dx – бесконечно 
малое приращение аргумента,  Dy ® 0 
обозначают dy - бесконечно малое при-
ращение функции. 

Δx
Δy

 равно тангенсу угла наклона секу-

щей. 
Производная от y по x: 

dx
dy

Δx
Δy

limy
 Δx

==¢
® 0

. 

При Dx ® 0 и Dy ® 0 секущая переходит в касательную. Следователь-
но, графически производная равна тангенсу угла наклона касательной: 

tgαdy/dx = . 
Для дальнейшего отметим, что в физике производные не приня-

то обозначать значком «штрих: y¢ ». Есть специальные обозначения 
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только для функции времени. Если z = f (t) , то производная  по времени 

обозначается следующим образом: ( )'z
dt
dzz ==& .  

Вторая производная: ( )'' 2

2

z
dt

zdz ==&& . 

III.2 Производные: постоянной, произведения постоянной на функцию, 
суммы (разности), произведения, частного. 
А. Производная от постоянной величины равна 0, т.е. если y = c, где  
с = const , то y¢ =0. 
Б. Постоянный множитель можно вынести за знак производной, т.е. если    
y = cu(x), где c = const, то y¢ =c× u¢ (x). 
В. Производная от суммы (разности) функций равна соответствующей 
сумме (разности) производных этих функций, т.е. если 

.то (x)w(x)v(x)uy    w(x) ,v(x)u(x)y ¢+¢+¢=¢++=  
Г. Производная от произведения двух функций. Если  

(x)vu(x)v(x)(x)uy        v(x) ,u(x)y ¢×+×¢=¢×= то . 
Д. Производная от частного. Если 

 
))((

)()()()(=y      то 
)(
)(

2xv
xvxuxvxu,

xv
xuy

¢×-×¢
¢= . 

III.3. Некоторые табличные производные.  

xcos)xsinx  ,  (sin=) xcos    ,  (
x

=) xln(

, aln a)   ,   (ae)  ,   (enx)(x xxxxnn

=¢-¢¢

=¢=¢=¢ -

1

1

 

xsin
)  ,  (ctgx

xcos
)(tgx 22

11
-=¢=¢ . 

Если a = const , то axcosa)ax(sinaxsina)ax(cos =¢-=¢   ,  . 
III.3 Частная производная.  

Если z  есть функция двух переменных x и y, то частной производной по x 
от функции z  =  f  (x,  y) называется  производная по x ,  вычисленная в 
предположении, что y есть постоянная величина. Аналогично определяет-
ся частная производная по y. 
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Если 22332 yx3
y
z    ,xy2

x
z   то ,yxz ===

¶
¶

¶
¶ . 

III.4. Дифференциал функции dy. 
Если dxydyxfy ¢==    то, )( ,  где dy - дифференциал функции  y = f (x) 
– т.е. бесконечно малое приращение функции при бесконечно малом при-
ращение аргумента. 

 
IV. Основные сведения об интегральном исчислении. 

 
IV.1 Интеграл (Рис. IV.1) 

å» ii ΔxyS  - площадь ограничения кри-

вой y(x) на участке от a до b. 
å ÞD=

®D
ii

x
xyS lim

i 0

 

это есть интеграл ò=
b

a

y(x)dxS . 

Первообразная F(x) для функции 

y(x):
dx

)x(dF)x(y = .  

Определенный интеграл: )a(F)b(F
a
b

)x(Fdx)x(y
b

a

-==ò . 

Пример:  ò =-==
b

a a
blnalnbln

a
b

xln
x

dx . 

IV.2 Некоторые табличные интегралы. 

ò += constxdx ;   ò += constxln
x

dx
; 

1

1

+
=

+

ò n
xdxx

n
n  + const;  где n ¹ -1;    

const
aln

adxa
x

x +=ò ;   ò += constedxe xx ;   

constxsindxxcos +=×ò ;  ò +-=× constxcosdxxsin . 
IV.2. Некоторые правила интегрирования. 
Интеграл от суммы (разности) функции равен сумме (разности) интегра-
лов, т.е.   
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. [ ] ò ò òò -+=×-+ dx)x(fdx)x(fdx)x(fdx)x(f)x(f)x(f 321321  
Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла, т.е. 

ò ò=× dx)x(fcdx)x(fc  , где с - постоянная величина. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ПРИЛОЖЕНИЕ B 
(справочное) 

 
ГРЕЧЕСКИЙ АЛФАВИТ 
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ПРИЛОЖЕНИЕ С 
(справочное) 

 
МНОЖИТЕЛИ, ПРИСТАВКИ ЕДИНИЦ ИЗМЕРЕНИЯ 

(жирным текстом выделены часто употребляемые множители) 
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Множитель Приставка Обозначение 

Русское Между-
народное 

1024 иотта  И Y 
1021  зетта  З Z 
1018 экста Э E 
1015 пета П Р 
1012 тера Т Т 
109 гига Г G 
106 мега М М 
103 кило к к 
102 гекто г h 
101 дека да da 
10-1 деци д d 
10-2 санти с с 
10-3 милли м m 
10-6 микро мк μ 
10-9 нано н n 
10-12 пико п p 
10-15 фемто ф f 
10-18 атто а a 
10–21  зепто  з z  
10–24  иокто  и y  
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