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Введение

Основной задачей экономики является рациональное ведение хозяйства, т. е. распределение ограниченных материальных и человеческих ресурсов для достижения поставленных целей. Вследствие ограниченности ресурсов приходится выбирать тот или иной вариант их использования. При разумном выборе можно достичь определенных целей, не превышая пределов, обусловленных ограниченностью ресурсов. К таким задачам относятся, например, задача оптимального планирования производства, задача распределения работников для наиболее эффективного выполнения различных заданий, задача оптимального распределения инвестиций и т. д. Проблема рационального ведения хозяйства может рассматриваться с точки зрения применения к экономике методов математической оптимизации. Задачу математической оптимизации можно сформулировать как определение таких значений некоторых переменных величин, удовлетворяющих ряду ограничений, при которых достигается минимум или максимум определенной функции. 

Учебно-методическое пособие содержит краткое изложение теоретического материала с примерами решения типовых задач по разделу математики «Методы оптимизации». Целью пособия является обеспечение студентов необходимым материалом для решения типовых задач по данному разделу математики и усвоения основных положений теоретического курса. Данное учебно-методическое пособие рекомендовано для студентов дневного и заочного отделения, обучающихся по направлению 38.03.02 «Менеджмент» для облегчения понимания учебного материала, выполнения контрольных работ и подготовки к экзамену. 

Учебно-методическое пособие направлено на формирование общекультурных и профессиональных компетенций бакалавра экономики, таких как:

· владеть методами количественного анализа и моделирования, теоретического и экспериментального исследования (ПКД-3);
Для более подробного изучения разделов необходимо использовать учебные пособия по математике, рекомендованные библиографическим списком, приведенном в пособии.

Данное учебно-методическое пособие рекомендовано для студентов дневного и заочного отделения, обучающихся по направлению 38.03.02  «Менеджмент» для облегчения понимания учебного материала, выполнения контрольных работ и подготовки к экзамену.
1. Экономико-математические модели

Экономические проблемы, возникающие перед специалистами в большинстве своем достаточно сложные. Они зависят от множества различных, иногда противоречащих друг другу факторов изменяются во времени и влияют на другие проблемы и процессы. Поэтому исследования экономических процессов целесообразно проводить на математических моделях.

Экономико-математическая модель – это система математических соотношений, приближенно, в абстрактной форме списывающих изучаемый процесс или систему, предназначенная для исследования экономической проблемы.

Построение и расчет математической модели позволяют проанализировать ситуацию и выбрать оптимальные решения по управлению ей или обосновать предложенные решения. В настоящее время математические модели применяются для анализа прогнозирования и выбора оптимальных решений в различных областях экономики. Это планирование и управление производством, управление трудовыми ресурсами и запасами, распределение ресурсов и инвестиций и т.д.
Можно выделить следующие основные этапы построения математической модели.

 1) Определение цели, т.е. чего хотят добиться, решая поставленную задачу. 

2) Определение параметров модели – заранее известных фиксированных факторов, на значения которых исследователь не влияет.

 3) Формирование управляющих переменных, изменяя значение которых можно приближаться к поставленной цели. Значения управляющих переменных являются решениями задачи. 

4) Определение области допустимых решений, т.е. ограничений которым должны удовлетворять управляющие переменные.

 5) Выявление неизвестных факторов, т.е. величин, которые могут изменяться случайным или неопределенным образом.

 6) Выражение цели через управляющие переменные, параметры и неизвестные факторы, т.е. формирование целевой функции, которая также называется критерием эффективности или оптимальности.

Пусть W целевая функция:
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где α – параметры модели; x – управляющие переменные; ξ – случайные факторы; X – область допустимых решений.

Тогда математическая модель задачи имеет вид:
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(1.1)
Решить задачу – это значит найти такое оптимальное решение 
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, чтобы при данных фиксированных параметрах 
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и с учетом неизвестных факторов 
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 значение критерия эффективности W было по возможности max (min) т.е.
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По виду целевой функции и ограничений математические модели можно подразделить на линейные, нелинейные и  динамические.

В линейных моделях целевая функция и ограничения линейны по управляющим переменным. Для них разработаны стандартные методы решения это наиболее развитый раздел математического моделирования.

Нелинейные модели – это модели, в которых либо целевая функция, либо какие-либо ограничения нелинейны по управляющим переменным. Для них нет единого метода расчета.

В динамических моделях в отличие от статических линейных и нелинейных моделей учитывается фактор времени. Критерий оптимальности в них может быть самого общего вида (и даже вообще не быть функцией), однако для него должны выполняться определенные свойства. Расчет динамических моделей достаточно сложен, для каждой конкретной задачи необходимо разрабатывать специальный алгоритм решения.
2. Элементы теории оптимизации

Пусть задано множество 
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 и функция 
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 и требуется найти точки экстремума на 
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При этом 
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 называется целевой функцией, 
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 - допустимым множеством, любой элемент 
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 - допустимой точкой задачи (2.1). При этом допустимое множество лежит в Евклидовом пространстве  
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Точкой 
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, т.е. решением задачи (2.1) может быть:

1. точка глобального  
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2. точка локального 
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, удовлетворяющих неравенству
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 метрика евклидова пространства. Таким образом, окрестность т. 
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(строгое решение) в глобальном или локальном смысле.

По аналогии  можно сформулировать и задачу максимизации 
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 на множестве  
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Эта задача эквивалентна задаче:
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Т.е. результаты, полученные для задачи минимизации можно без труда переносить на задачи максимизации и наоборот.

При изучении задач оптимизации в первую очередь возникает вопрос о существовании решения. Ответ на него дает теорема Вейштрасса, выделяющая широкий класс экстремальных задач, т.е. если задач, заведомо имеющих решение:

Задача минимизации непрерывной функции 
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 на замкнутом ограниченном множестве разрешима, т.е. если 
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 непрерывна, то глобальные решения задачи (2.1) существует.

Для решения экстремальной задачи необходимо указать признаки, с помощью которых можно найти точки 
[image: image44.wmf]ˆ
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, которые могут быть решением задачи (2.1) и проверить являются ли найденные точки экстремальными. Эти признаки называются необходимыми и достаточными условиями экстремума.

2.1 Оптимизация функций одной переменной
Как известно из курса математического анализа для того, чтобы функция  
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определенная на числовой оси, имела локальный экстремум в т. 
[image: image46.wmf]*

x

, необходимо, чтобы выполнялось условие 
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Точки, удовлетворяющие данному условию называются стационарными, касательная к графику функции, проведенная в этих точках параллельна оси 
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Однако, как видно из графика, далеко не все точки, удовлетворяющие данному условию будут точками локального экстремума (см. т. 
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). Таким образом, необходимое условие первого порядка выделяет стационарные точки, но не определяет их характера: оно одинаково для точек минимума, максимума и перегиба. Чтобы избежать сравнения значений функции 
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 во всех стационарных точках с целью определения глобального или локального 
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, желательно найти дополнительные условия, которые выполняются в точках экстремума. Справедлива  следующая теорема: 

Для того, чтобы функция 
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 имела в стационарной точке 
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необходимо, чтобы ее вторая производная была неотрицательна (положительна)
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Данные условия называются необходимыми условиями экстремума второго порядка. Однако  и они не являются достаточными условиями экстремума.

Пример   
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, однако точка 
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=0 является не точкой экстремума, а точкой перегиба для данной функции.
Достаточное условие

Если функция 
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 дифференцируема достаточное число раз, то можно построить аналогичные необходимые условия любого порядка. Налагая все более и более жесткие ограничения на выбор экстремальных точек, они, тем не менее, не дают окончательного ответа об их характере. Поэтому нужно еще иметь и достаточные условия экстремума.

Для того, чтобы функция 
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достаточно, чтобы ее вторая производная была в  
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Если же в стационарной точке вторая производная также равна нулю, то справедлива следующая теорема (достаточное условие общего вида):

Пусть функция
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, определенная на некотором множестве 
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 имеет непрерывные производные до к-го порядка включительно, причем в некоторой точке 
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Тогда, если k – четное число, то функция имеет в т.  
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2.2 Оптимизация функций нескольких переменных

Из математического анализа известно следующее необходимое условие экстремума I порядка. Для того, чтобы в т. 
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  имела локальный экстремум, необходимо, чтобы все её частные производные обращались в нуль


[image: image83.wmf]n

i

x

f

i

,...,

1

,

0

=

=

¶

¶





          (2.2)

Данные условия образуют систему n уравнений для определения координат стационарной точки 
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. После решения системы (2.2) необходимо определить характер полученных стационарных точек. Воспользуемся разложением исследуемой функции в ряд Тейлора в окрестности т.  
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(дальнейшие члены разложения функции в ряд Тейлора можно в первом приближении опустить, т. к. они являются бесконечно малыми более высокого порядка).

Характер стационарной точки 
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 функции 
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 связан со знакоопределенностью квадратичной формы
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Квадратичная форма называется неотрицательно (неположительно) определенной в т. 
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для любых векторов 
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Если соотношения представляют собой строгие неравенства, то говорят о положительно (отрицательно) определенной квадратичной форме.

Для исследования знакоопределенности рассматривает матрицу вторых производных 
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Данная матрица также называется матрицей Гессе или Гессианом. Отметим, что данная матрица является симметричной (т.к. 
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). Таким образом, можно сформулировать необходимое условие экстремума второго порядка:

Для того чтобы дважды дифференцируемая функция n переменных 
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EMBED Equation.3[image: image99.wmf](max)

 необходимо, чтобы ее матрица Гессе  была положительно (отрицательно) определена.

Проверка знакоопределенности матрицы Гессе обычно осуществляется с помощью критерия Сильвестра. Согласно этому критерию необходимым и достаточным условием положительной  определенности симметричной квадратной матрицы А является выполнение и неравенством 
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Необходимым и достаточным условием отрицательной определенности является выполнение цепочки следующих n неравенств
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[image: image102.wmf])
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т.е. если ее главные миноры последовательно чередуют знак, начиная с отрицательного.

Отметим также, что положительность (неотрицательность) матрицы равносильна положительности (неотрицательности) всех собственных значений матрицы Гессе.

Пример 

Исследовать на экстремум функцию 
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Решение.

Вычислим частные производные первого порядка и записывая необходимые условия экстремума 
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Откуда находим 
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Для полученной стационарной точки найдем элементы матрицы Гессе.
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Таким образом,
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В соответствии с критерием Сильвестра имеем:
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Таким образом, матрица Гессе в стационарной точке является положительно определенной. Следовательно, функция в точке 
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2.3 Относительный экстремум

Задачей на относительный (или условный) экстремум функции n переменных 
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 называется задача оптимизации с допустимым множеством 
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, заданным системой конечного числа уравнений
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которые также  иногда называются уравнениями связи.

Прежде всего, рассмотрим случай, когда уравнения связи могут быть разрешены относительно части переменных.

Пусть функции 
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 имеют в окрестности рассматриваемой допустимой точки 
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 непрерывные частные производные по всем аргументам до второго порядка включительно и, кроме того, ранг матрицы Якоби для функций
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 равен m. Не нарушая общности можно предположить, что отличен от нуля функциональный определитель (якобиан), составленный из частных производных по первым m аргументам, т.е.
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Тогда по теореме о неявных функциях в окрестности точки 
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разрешима относительно 
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где 
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 - непрерывно дифференцируемые в окрестности точки 
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Переменные 
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 в этом случае называются независимыми в отличие от  «зависимых» 
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Тогда исходная задача преобразуется в задачу отысканного безусловного экстремума функции (n-m)  переменных
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Однако на практике провести исключение части компонент вектора 
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 обычно бывает трудно или даже невозможно. Поэтому на практике используется другой метод, не предполагающий наличия явных выражений для зависимых переменных.

2.4 Метод множителей Лагранжа

Ранее было установлено, что в точке 
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здесь  
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 - дифференциалы зависимых переменных, связанные с дифференциалами «независимых» переменных 
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Уравнения (2.5) были получены при дифференцировании полным образом уравнений связи (2.4). 

Исключим теперь дифференциалы «зависимых» переменных из (2.4). Для этого умножим каждое из уравнений системы (2.5) на произвольные множители 
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Подберем множители 
[image: image141.wmf]i
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 так, чтобы обратились в нуль коэффициенты дифференциалах при «зависимых» переменных
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Данная система является системой линейных уравнений, которая имеет единственное решение в силу того, что (2.3) отличен от нуля. При выбранных таким образом в (2.5) останутся только дифференциалы «независимых» переменных. Поэтому коэффициенты при этих дифференциалах должны быть нулями, т.е.
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Таким образом, мы получим систему (n+m) уравнений относительно (n+m) неизвестных 
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. Этот результат представляет собой основное содержание метода множителей Лагранжа. Он позволяет определить возможные решения на относительный экстремум.

Метод Лагранжа состоит из следующих этапов:

1. Составляется функция (n+m) переменных, которая называется функцией Лагранжа:
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2. Вычисляются и приравниваются к нулю ее частные производные
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3. Решается полученная система относительно (n+m) неизвестных 
[image: image147.wmf]m
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Данные решения называются условно-стационарными точками. Как и в случае задач на безусловный экстремум, необходимые условия первого порядка не определяют характера найденных условно стационарных точек. Для ответа на этот вопрос надо исследовать производные более высокого порядка. Этот вопрос может быть решен с помощью разложения функции Лагранжа в ряд Тейлора. По аналогии с достаточными условиями для задачи безусловного экстремума можно записать:

чтобы условно стационарная точка 
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реализовывала локальный минимум необходимо, чтобы матрица Гессе для функции Лагранжа была неотрицательно определена и достаточно, чтобы она была положительно определенной и отрицательно определенной для максимума.

Прикладные задачи оптимизации, как правило, имеют одну особенность, которая качественно осложняет процедуру нахождения экстремальных значений. Помимо ограничений типа равенств, эти задачи могут содержать условия типа неравенств: 
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В этом случае при использовании метода Лагранжа, ограничения типа неравенств необходимо предварительно преобразовать в равенства путем введения дополнительных неотрицательных  переменных.
3 Линейное программирование
Слово «программирование» мы понимаем как планирование. Данный термин был предложен в середине 1940-х годов Джорджем Данцигом, одним из основателей линейного программирования, ещё до того, как компьютеры были использованы для решения линейных задач оптимизации. С тех пор они нашли широкое применение в промышленности, торговле и управлении. Этими методами можно решать многие (хотя и не все) задачи, связанные с эффективным использованием ограниченных ресурсов. В настоящее время модели линейного программирования находят широкое применение при решении плановых задач в экономике.

3.1 Постановка задачи линейного программирования

Экономико-математическая модель задачи линейного программирования имеет следующий вид:  найти экстремум (минимум или максимум) целевой функции:
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при ограничениях 


[image: image152.wmf]m

j

n

i

j

b

j

x

ij

a

...,

,

2

,

1

1

,

)

(

=

å

=

³

£




(3.2)


[image: image153.wmf]n

i

i

x

,...,

2

,

1

,

0

=

³






(3.3)

здесь ci – затраты в случае минимизации и доход в случае максимизации; aij – затраты в j-го ресурса на единицу i-го продукта;
bi– лимиты ресурсов или спрос (в зависимости от смысла задачи); xi – количество i-го продукта.

Система ограничений (3.2) говорит о том, расход ресурсов не может быть превышен (≤) или о том, что спрос должен быть удовлетворен либо превышен. Ограничения (3.3) – традиционные ограничения на неизвестные с экономическим смыслом, т. е. либо продукция выпускается (xi > 0), либо не выпускается (xi = 0).

Упорядоченная совокупность чисел (вектор) 
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, удовлетворяющая условиям (3.2) – (3.3), называется допустимым планом (решением) ЛП. Как правило, допустимых решений бесчисленное множество. Кроме того, множество допустимых решений является выпуклым. Напомним, что «множество является выпуклым, если с двумя его точками ему принадлежит и отрезок, их соединяющий. Не все точки выпуклого множества равнозначны между собой: есть точки, которые не являются внутренними точками множества ни одного из отрезков, соединяющих две точки выпуклого множества. Такие точки называются угловыми или крайними точками.

Справедлива следующая теорема: на выпуклом множестве допустимых решений целевая функция (3.1) достигает экстремума в угловой точке (в случае замкнутого выпуклого множества, экстремум является глобальным, т.е. задача имеет единственное решение)».
3.2 Графический метод решения задачи ЛП

Задачу ЛП с двумя переменными всегда можно решить графически. Однако уже в трёхмерном пространстве такое решение усложняется, в пространствах же, размерность которых больше трёх, графическое решение, вообще говоря, невозможно.

Пусть дана задача ЛП
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(3.4)
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Зададим алгоритм решения задачи ЛП графическим методом (рисунок 3.1):

1. С учётом системы ограничений (3.5) – (3.6) строим область допустимых решений (.

2. Строим вектор 
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 наискорейшего возрастания целевой функции – вектор градиентного направления.

3. Проводим произвольную линию уровня 
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, перпендикулярную к вектору 
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4. Перемещаем линию уровня 
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 в направлении вектора 
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 так, чтобы она касалась области допустимых решений в её крайнем положении.

5. Определяем оптимальное решение 
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Рисунок 3.1. Алгоритм решения задачи ЛП

Возможны следующие случаи. 

1) Оптимальное решение единственный: линия уровня и область допустимых решений ( имеют одну общую точку. 

2) Оптимальных решений бесконечное множество: линия уровня проходит через сторону многоугольника допустимых решений и любая точка, принадлежащая данной стороне является решением задачи ЛП.

3) Целевая функция не ограничена: линия уровня не может занять разрешающего положения. 

4) область допустимых решений состоит из единственной точки, где целевая функция достигает одновременно и максимального и минимального значений.

5) Задача не имеет решения: область допустимых решений – пустое множество, то есть система ограничений задачи не совместна.

Анализируя ранее сказанное, легко заметить, что в задаче ЛП с двумя переменными экстремум достигается в вершине области допустимых решений. Также можно показать, что в n-мерном пространстве экстремум целевой функции задачи ЛП достигается в вершине (крайней точке) многогранника решений.

3.3 Симплекс-метод

Можно показать, что в n-мерном пространстве экстремум целевой функции задачи ЛП достигается в вершине (угловой точке) многогранника решений. Каждой угловой точке соответствует опорный план, который определяется системой m линейно независимых векторов, содержащейся в данной системе из n векторов 
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 и решение задачи ЛП простым перебором вариантов весьма затруднительно. 

Поэтому необходимо иметь схему, позволяющую осуществлять целенаправленный переход от одного опорного плана к другому. Такой схемой является симплекс-метод, который позволяет за конечное число шагов (итераций), получить исходя из известного начального опорного плана оптимальный план. Каждый из шагов состоит в нахождении опорного плана, которому соответствует меньшее (или в зависимости от условий задачи большее), чем предыдущее значение целевой функции. Процесс продолжают до получения оптимального плана. Если задача не обладает оптимальным планом, или ее целевая функция не ограничена на многограннике решений, то симплекс-метод позволяет установить это в процессе решения.

Для решения симплекс-методом задачу ЛП следует записать в канонической форме:


[image: image170.wmf]min

...

2

2

1

1

®

+

+

+

=

n

n

x

c

x

c

x

c

f



[image: image171.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

=

+

+

m

n

mn

m

m

n

n

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

...

...

2

2

1

1

1

1

2

12

1

11

M




(3.7)

В канонической форме записи все переменные неотрицательны и все ограничения записаны в форме уравнений.

Переход к канонической форме записи задачи ЛП производится с помощью следующих простых действий:

- если требуется найти максимум целевой функции, то заменяя f на (-f) переходят к задаче минимизации, т. к. max f = -min(-f);

- если ограничение содержит неравенство со знаком 
[image: image172.wmf]£

, то от него переходят к уравнению, добавляя в левую часть ограничения дополнительную неотрицательную переменную;

- если ограничение содержит неравенство со знаком 
[image: image173.wmf]³

, от него переходят к уравнению, вычитая в левой части ограничения дополнительную неотрицательную переменную;

- коэффициенты при дополнительных переменных в целевой функции полагаются равными нулю.

Пример ..Привести к канонической форме задачу ЛП в виде:
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Решение:
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Для начала работы по симплекс-методу, требуется систему уравнений привести к виду, при котором какие-либо r (r
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m) неизвестных выражены через оставшиеся m-r неизвестных, причем свободные члены 
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 должны быть неотрицательными. Предположим, для определенности, что неизвестные, которые выражены через остальные – 
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Неизвестные 
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– свободными. Подставляя в f вместо базисных переменных, свободные, мы можем и саму целевую функцию записать через свободные неизвестные:
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Положим все свободные переменные равными 0: 
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. Полученное решение системы 
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будет допустимым, оно называется начальным или первым опорным планом. Для начального плана 
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Решение задачи при помощи симплекс-метода распадается на ряд итераций, на каждой из которых мы переходим к другому опорному плану 
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 получается из предыдущего весьма просто: из 
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 удаляется одна из переменных 
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 и вместо нее добавляется другая (из числа свободных). Разумеется, это ведет за собой перестройку систему. После некоторого числа итераций мы переходим к опорному плану 
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, для которого 
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, а соответствующее решение является оптимальным, или же выясняем, что задача решения не имеет.

Проводя расчеты по симплекс-методу, нет необходимости выписывать все вычисления подробно. Весь процесс можно записать в виде однотипно заполняемых таблиц, причем каждому шагу будет соответствовать переход к следующей симплекс- таблице. 

Запишем алгоритм симплекс-метода в общем виде:

1) Составление первого опорного плана.

2) Систему ограничений, приведенную к каноническому виду разрешают относительно базисных переменных, а целевую функцию выражают через свободные.

3) Составляем симплекс-таблицу, состоящую из коэффициентов системы ограничений и свободных членов. В последнюю строку симплекс-таблицы вносятся коэффициенты при неизвестных в целевой функции. Данная строка называется также индексной строкой.

4) Проверка плана на оптимальность. Если все коэффициенты индексной строки, стоящие при свободных переменных 
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 является оптимальным. Полученное решение единственно, если все эти коэффициенты положительны. Если среди неотрицательных коэффициентов встречается хотя бы один нулевой, то задача имеет бесконечное множество решений. Если в индексной строке есть хотя бы один отрицательный коэффициент, а в соответствующем этому коэффициенту столбце нет ни одного положительного элемента, то целевая функция f не ограничена на области допустимых решений. Если хотя бы одно 
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 и в соответствующем ему столбце есть хотя бы один положительный элемент 
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5) Определение ведущей строки и столбца. Просматривается индексная строка и выбирается максимальный по абсолютной величине отрицательный элемент. Столбец, в котором стоит этот элемент, называется разрешающим. Пусть, например, это р-й столбец. Переменная 
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, стоящая в этом столбце вводится в список базисных переменных. Далее находят отношение элементов столбца свободных членов к элементам разрешающего столбца 
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. При делении на отрицательные и нулевые элементы результат полагают равным 
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. Среди этих отношений находят минимальное. Строка, соответствующая минимальному отношению называется разрешающей. Пусть, например, это q-я строка. Базисная переменная 
[image: image204.wmf]q

x

, стоящая в этой строке, переводится из базисных в свободные. Элемент симплекс-таблицы 
[image: image205.wmf]qp

a

, стоящий на пересечении разрешающей строки и разрешающего столбца, называется разрешающим элементом.

6) Построение нового опорного плана. Переход к новому плану определяется в результате пересчета симплекс-таблицы методом Жордана-Гаусса. Сначала заменим переменные в базисе, т. е. вместо 
[image: image206.wmf]p

x

, в базис войдет 
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x

. Разделим все элементы ведущей строки на ведущий элемент 
[image: image208.wmf]qp

a

. В результате этого на месте разрешающего элемента получим 1, а в остальных клетках р-го столбца симплекс-таблицы записываем 0, включая и индексную строку. Остальные элементы новой симплекс-таблицы 
[image: image209.wmf]ij
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 находятся по правилу прямоугольника:


[image: image210.wmf]qp

qj

ip

ij

ij

a

a

a

a

a

×

-

=

¢





(3.8)

здесь 
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 – старый элемент, 
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 и 
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 – элементы старой симплекс-таблицы, образующие прямоугольник с элементами 
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 и 
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.

Далее следует возвращение к этапу 4. 

Если среди 
[image: image216.wmf]ip
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 содержатся два и более одинаковых наименьших значений, то новый опорный план будет вырожденным (одна или несколько базисных переменных станут равными нулю).

Вырожденные планы могут привести к зацикливанию, т.е. многократному повторению итераций, не позволяющему получить оптимальный план. С целью исключения этого используют метод Креко, который заключается в следующем: элементы строк которым соответствует min di делятся на предполагаемые разрешающие элементы, а результаты заносятся в дополнительные строки. За ведущую строку выбирается та, в которой раньше встретиться наименьшее частное при чтении таблицы слева направо по столбцам. Пусть в результате i-й итерации получили следующую симплекс-таблицу 3.1.
Таблица 3.1

	Базисные переменные
	Коэффициенты при переменных
	Свободные члены

	
	X1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	

	x4
	2
	3
	6
	1
	0
	0
	2
	4

	x5
	4
	8
	1
	0
	1
	0
	4
	8

	x6
	5
	12
	-1
	0
	0
	1
	5
	10

	f
	2
	1
	-1
	0
	0
	-1
	-3
	0


В данном случае разрешающим столбцом является x7, который вводится в новый базис, тогда разрешающим элементом может быть 2, 4 или 5 (т.к. 
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). Следуя, указанному правилу получаем таблицу 3.2:

Таблица 3.2

	Свободные члены
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7

	2
	1
	3/2
	3
	0,5
	0
	0
	1

	2
	1
	4
	½
	0
	¼
	0
	1

	2
	1
	12/5
	-1/2
	0
	0
	1/5
	1


Сравниваем последовательно слева направо полученные значения по столбцам. В 1-ом и 2-ом столбце все частные одинаковые, а в 3-ем наименьшее частное 3/2 в 1-ой строке, следовательно, эта строка будет разрешающей с разрешающим элементом 2.

Если в оптимальный план вошла дополнительная переменная xn+i, то при реализации такого плана имеются недоиспользованные ресурсы i-го вида в количестве, полученном в столбце свободных членов симплексной таблицы.

Если в индексной строке симплексной таблицы оптимального плана находится нуль, принадлежащий свободной переменной, не вошедшей в базис, а в столбце, содержащем этот нуль, имеется хотя бы один положительный элемент, то задача имеет множество оптимальных планов. Свободную переменную, соответствующую указанному столбцу, можно внести в базис, выполнив соответствующие этапы алгоритма. В результате будет получен второй оптимальный план с другим набором базисных переменных.

Пример.. Предприятие рекламирует свою продукцию с использованием четырех источников массовой информации: телевидения, радио, газет и расклейки объявлений. Анализ рекламной деятельности в прошлом показал, что эти средства приводят к увеличению прибыли соответственно на 10, 5, 7 и 4 усл. ед., в расчете на 1 усл. ед., затраченную на рекламу. На рекламу выделено 50 000 усл. ед. Администрация предприятия не намерена тратить на телевидение более 40 %, а на радио и газеты – более 50 % от общей суммы выделенных средств. Как следует предприятию организовать рекламу, чтобы получить максимальную прибыль?
Решение.

Составим математическую модель задачи. Цель – максимизация прибыли. Параметрами являются все числа, приведенные в условии задачи.

Управляемые переменные: 

x1 – объем средств, вложенных в рекламу на телевидение;

x2 – объем средств, вложенных в рекламу на радио; 

x3 – объем средств, вложенных в рекламу в газетах;

x4 – объем средств, вложенных в рекламу, организованную с помощью расклейки объявлений.

Область допустимых решений имеет вид:
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Она содержит ограничения по общей сумме выделенных средств, по количеству средств, предусмотренных на рекламу по телевидению, на радио и в газетах, и условия неотрицательности управляющих переменных.

Критерий оптимальности записывается следующим образом:

f =
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Целевая функция и ограничения линейны по управляемым переменным, следовательно, это задача линейного программирования.

Приведя задачу к каноническому виду, добавив дополнительные переменные к левым частям ограничений, получим:
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f =
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Задача может быть решена симплекс-методом.

Шаг 1. Составление первого опорного плана.

Базисные переменные: x5, x6, x7 Свободные переменные: x1, x2, x3 , x4. Начальный опорный план: (0, 0, 0, 0, 50000, 20000, 25000).

Шаг 2. Функция f =
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 уже выражена через свободные переменные.

Шаг 3. Составляем симплекс-таблицу 2.3.

Таблица 3.3

	Базисные переменные
	Коэффициенты при переменных
	Свободные члены

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	

	x5
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	50000

	x6
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	20000

	x7
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	25000

	f
	-10
	-5
	-7
	-4
	0
	0
	0
	0


Шаг 4. Решение не оптимально, так как последняя строка содержит отрицательные числа.

Шаг 5. Определение ведущей строки и столбца. 

Максимальное по абсолютной величине отрицательное число последней строки это -10; следовательно, первый столбец является разрешающим и переменная x1 вводится в список базисных переменных. Найдем переменную, выводимую из списка базисных переменных. Для этого подсчитаем отношения элементов столбца свободных членов к элементам разрешающего столбца и выберем среди них минимальное:
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Вторая строка является разрешающей, и переменная x6 должна быть выведена из списка базисных переменных.

Разрешающий элемент а21 = 1.

Шаг 6. Построение нового опорного плана. Составим новую симплекс-таблицу. Пересчет новых элементов проведем по алгоритму, указанному выше. Новая симплекс-таблица 2.4 имеет следующий вид.
Таблица 3.4

	Базисные

перемен-ные
	Коэффициенты при переменных
	Свободные члены

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	

	x5
	1
	1
	1
	1
	1
	-1
	0
	30000

	x1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	20000

	x7
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	25000

	f
	0
	-5
	-7
	-4
	0
	10
	0
	200000


Новый опорный план имеет вид: (20000, 0, 0, 0, 30000, 25000).

f =200000.

Таким образом, прибыль увеличилась на 200 000 усл. ед.

Это решение не оптимально, так как индексная строка содержит отрицательные числа. Продолжаем оптимизацию.

Разрешающий столбец – третий, так как ему соответствует максимальное по абсолютной величине отрицательное число -7.
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Следовательно, третья строка является разрешающей.

Разрешающий элемент: 
[image: image225.wmf]1
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Перейдем к новой симплекс-таблице 2.5 

Таблица 3.5

	Базисные

переменные
	Коэффициенты при переменных
	Свободные члены

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	

	x5
	0
	0
	0
	1
	1
	-1
	-1
	5000

	x1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	20000

	x3
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	25000

	f
	0
	2
	0
	-4
	0
	10
	7
	375000


Новый опорный план имеет вид: (20000, 0, 25000, 0, 5000, 0).

f = 375000.

Прибыль выросла, но решение не оптимально, т. к. в индексной строке еще осталось неотрицательное число. Разрешающий столбец – четвертый, следовательно, переменная x4 вводится в список базисных переменных.
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Разрешающая строка – первая, переменная 
[image: image227.wmf]5
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 выводится из списка базисных переменных. Разрешающий элемент 
[image: image228.wmf]1

14

=

a


Таблица 3.6
	Базисные

Перемен-ные
	Коэффициенты при переменных
	Свободные члены

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	

	x4
	0
	0
	0
	1
	1
	-1
	-1
	5000

	x1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	20000

	x3
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	25000

	f
	0
	2
	0
	0
	4
	6
	3
	395 000


Последнее решение является оптимальным, поскольку все числа, стоящие в индексной строке, неотрицательны. Это решение единственно, так как все элементы последней строки, соответствующие свободным переменным x2, x5, x6, x7, строго положительны. Оптимальный опорный план (20000, 0, 25000, 5000, 0, 0, 0), fopt = 395000.

Таким образом, для получения максимальной прибыли в размере 395 000 усл. ед. надо распределить средства следующим образом: 20 000 усл. ед. вложить в рекламу на телевидении; 
20 000 усл. ед. вложить в рекламу в газетах и 5000 усл. ед. вложить в рекламу, организованную с помощью расклейки объявлений. Рекламу на радио организовывать не следует.

3.4 Двойственные задачи линейного программирования

Любой задаче ЛП можно поставить в соответствие другую задачу, сформулированную по стандартным правилам таким образом, что решение одной из них является и решением другой. Такие задачи называются двойственными.
Пусть задана некоторая задача линейного программирования (исходная или прямая задача) из m линейных неравенств с n неизвестными
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С экономической точки зрения данную задачу ЛП можно интерпретировать следующим образом: предприятие может производить n видов продукции из m видов сырья (запасы i-го вида сырья ограничены величиной bi). Для производства единицы j-го продукта требуется aii количества i-го сырья. Требуется определить оптимальный план выпуска продукции, если стоимость единицы i-го продукции – ci.

В этом случае двойственная задача формулируется следующим образом:

Определить оценку (неявную стоимость) единицы каждого вида ресурсов yi(i=1,…m), чтобы при заданных объемах ресурсов bi, прибыли ci, нормах расхода ресурсов aii минимизировать оценку всех ресурсов предприятия, затраченных на производство и продажу продукции.

С учетом вышесказанного запишем математическую модель двойственной задачи:
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(3.10)

в которой задано n линейных неравенств с m неизвестными и требуется найти:
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z = b1y1 + … + bmym → min
Ограничения (3.10) показывают, что стоимость всех ресурсов, затраченных на продажу единицы j-го товара, должна быть не меньше дохода, получаемого при реализации единицы j-го товара, а общая стоимость всех ресурсов должна быть минимизирована.

Сравнивая данные задачи можно отметить, что:

1) число переменных в двойственной задаче равно числу ограничений в прямой задаче;

2) матрица коэффициентов при неизвестных х в системе ограничений (3.9) и матрица коэффициентов при неизвестных y в задаче (3.10) получаются друг из друга транспонированием;

3) в правых частях ограничений каждой задачи стоят коэффициенты целевой функции из другой задачи;

4) коэффициентами целевой функции каждой задачи служат свободные члены системы ограничений другой задачи;

5) система ограничений двойственной задачи записывается в виде неравенств, противоположного смысла неравенствам системы ограничений прямой задачи;

6) двойственная задача решается на минимум, если прямая решается на максимум и наоборот;

7) если переменная прямой задачи 
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, то j-е условие системы ограничений двойственной задачи является неравенством, если 
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 – любое число, то j-е условие двойственной задачи является уравнением;

8) если i-е соотношение прямой задачи является неравенством, то соответствующая оценка i-го ресурса – переменная 
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, если i-е соотношение прямой задачи является уравнением, то переменная двойственной задачи 
[image: image237.wmf]i
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 – любое число.
Решение прямой задачи дает оптимальные объемы в структуре производства предприятия, а решение двойственной – оптимальную систему оценок ресурсов, используемых для производства и реализации товаров.

Каждая из этих задач может быть решена самостоятельно, однако при определении оптимального плана прямой задачи находится решение двойственной. Связь между оптимальными планами прямой и двойственных задач устанавливает первая теорема двойственности:
Если 
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 оптимальный план прямой задачи, а 
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 система оптимальных оценок двойственной, то:
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т.е. максимальный доход от продажи или производства, который может быть получен при имеющихся запасах ресурсов, равен оценке этих ресурсов.

Между переменными прямой и двойственной задач существует соответствие:
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Если найти оптимальное решение прямой задачи, то можно получить оптимальный план двойственной задачи: компоненты этого плана совпадают с коэффициентами при соответствующих переменных в индексной строке оптимального плана прямой задачи. Вернемся к примеру 3. Здесь прямая задача имеет вид:
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Соответствующая ей двойственная задача имеет вид:
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Установим соответствие между переменными прямой и двойственной задачи:
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Решая прямую задачу, мы установили, что базисные переменные - 
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 (см. итоговую симплекс-таблицу предыдущего примера).

Таблица 3.7

	Базисные

переменные
	Коэффициенты при переменных
	Свободные члены

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	

	x4
	0
	0
	0
	1
	1
	-1
	-1
	5000

	x1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	20000

	x3
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	25000

	f
	0
	2
	0
	0
	4
	6
	3
	395 000


Это значит, в оптимальном плане двойственной задачи переменные 
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 – свободными (см. формулу соответствия). Базисным переменным 
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соответствуют значения коэффициентов в индексной строке при переменных 
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 т.е. оптимальный план имеет вид 
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. Значение целевой функции в этом случае 
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Таким образом, согласно сопряженным парам переменных из решения прямой задачи, можно получить решение двойственной не решая ее, и наоборот, из решения двойственной – решение прямой. 

Для оптимальных планов 
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пары двойственных задач необходимо и достаточно, чтобы они удовлетворяли системе уравнений:
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Соотношения (3.11) – (3.12) известны как вторая теорема двойственности.

Вторая теорема двойственности может быть интерпретирована следующим образом (3.11). Если в оптимальном плане i-й ресурс использован не полностью, то соответствующая оценка 
[image: image259.wmf]0

*

=

i

y

, т.е. если 
[image: image260.wmf]å

=

<

n

j

i

j

ij

b

x

a

1

*
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 имеют лишь те виды ресурсов, которые полностью используются в оптимальном плане, т.е 
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Уравнение (3.12) свидетельствует о том, что продаже (производстве) в оптимальном плане подлежат только те виды товаров 
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, для которых оценка затраченных на их реализацию ресурсов равна доходу от их продажи, т. е. если 
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3.5 Двойственный симплекс-метод

Двойственный симплекс-метод основан на теории двойственности и используется для решения задач ЛП, свободные члены которых bi (i=1, 2, …,m) могут принимать любые значения, а система ограничений задана неравенствами смысла «
[image: image267.wmf]£

», «
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», «=».

В двойственном симплекс-методе оптимальный план получается в результате движения по псевдопланам. Псевдопланом называется план, в котором условия оптимальности удовлетворяются, а среди значений базисных переменных bi имеются отрицательные числа.

Алгоритм двойственного симлексного метода включает следующие этапы.

1) Составление псевдоплана. Систему ограничений исходной задачи приводит к системе неравенств «≤» (если ограничение-неравенство имеет смысл «≥» – его умножают на (-1)). Затем, от системы неравенств «≤» переходят к системе уравнений, вводя дополнительные неотрицательные переменные, которые являются базисными. Первый опорный план заносят в симплекс-таблицу.

2) Проверка плана на оптимальность. Если условия оптимальности удовлетворяются и все значения базисных переменных положительные, то полученный план оптимален. В противном случае решаем задачу симплекс-методом. При этом столбец di имеет значения по тем строкам, в которых значения в базисных переменных и коэффициенты ведущего столбца содержат одинаковые знаки (положительные или отрицательные). В случае разноименных знаков bi и aii значения di не определяют. Наличие отрицательных значений в столбце «базисных переменных» свидетельствует о получении псевдоплана.

3) Выбор ведущих строки и столбца. Среди отрицательных значений базисных переменных выбираются max по модулю. Строка, соответствующая этому значению, является ведущей. Симплексную таблицу дополняют строкой φi, в которую заносят взятые по модулю  отношения коэффициентов индексной строки на отрицательные коэффициенты, min значение φi определяет ведущий столбец и переменную, вводимую в базис. На пересечении ведущих строки и столбца находится разрешающий элемент.

4) Расчёт нового опорного плана. Методом Жордана-Гаусса пересчитываем симплекс-таблицу и возвращаемся к п. 2.

Пример: Известно, что содержание трех питательных веществ А, В и С в рационе должно быть не менее 60, 50 и 12 единиц соответственно. Указанные питательные вещества содержат три вида продуктов. Содержание единиц питательных веществ в одном килограмме каждого из видов продукта приведено в таблице 

Таблица 3.8
	Питательные

вещества
	Количество единиц питательных веществ

в 1 кг продукта вида

	
	I
	II
	III

	А
	1
	3
	4

	В
	2
	4
	2

	С
	1
	4
	3

	Цена 1 кг продукта
	9
	12
	10


Определите дневной рацион, обеспечивающий получение необходимого количества питательных веществ, при минимальных денежных затратах.

Составим экономико-математическую модель задачи. Обозначим x1, x2, x3 – объемы продуктов (кг) в рационе. Тогда необходимо определить вектор 
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следующим условиям:
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(3.13)

И обеспечивающий минимум целевой функции:

[image: image272.png]F(X) = 9%, + 12x, + 10x; — min.





(3.14)

Решение. Приведем систему ограничений (3.13) к системе неравенств смысла «≤», умножив обе части неравенства на (-1).
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Переходим к системе уравнений:

[image: image274.png]40 + %, =60,
- 20, + %5 = =50,
3y, 4 x, = —12.





За базисные выбираем переменные х4, х5, х6. Полагая, что свободные переменные х1 =  х2 = х3 = 0, получим первый опорный план, который заносим в симплексную таблицу 6:

План I в симплексной таблице является псевдопланом, поэтому определяем ведущие строку и столбец. Среди отрицательных значений базисных переменных выбираем наибольшее по абсолютной величине значение: [image: image276.png]|-60] > |-50] > |-12].



 следовательно, I строка симплексной таблицы является ведущей, а переменную х4 следует вывести из базиса. В строку 
[image: image277.wmf]j

j

 заносим следующие величины:
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Минимальное значение φi соответствует 3-му столбцу, т.е. переменную х3 необходимо ввести в базис. На пересечении ведущих сроки и столбца находится разрешающий элемент, равный -4.

Далее выполняем преобразование симплексной таблицы методом Жордана-Гаусса и заполняем план II.

Таблица 3.9
	План
	Базисная переменная
	Значения базисной переменной
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6

	I
	[image: image279.png]


х4
х5
х6
	-60

-50

-12
	-1

-2

-1
	3

-4

-4
	-4

-2

-3
	1

0

0
	0

1

0
	0

0

1
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	0
	-9
	12
	-10
	0
	0
	0
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	–
	9
	4
	2,5
	–
	–
	–

	II
	х3
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х5
х6
	12

-20

33
	0,25

-1,5

-0,25
	0,75

-2,5

-1,75
	1

0

0
	–0,25

-0,5

–0,75
	0

1

0
	0

0

1
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	150
	-6,5
	-4,5[image: image284.png]



	0
	-2,5
	0
	0
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	–
	13/3
	1,8
	-
	5
	–
	–

	III
	х3
х2
х6
	9

8

47
	-0,7

0,6

0,8
	0
1

0
	1

0

0
	-0,4

0,2

-0,4
	0,3

-0,4

-0,7
	0

0

1
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	186
	-3,8
	0
	0
	-1,6
	-1,8
	0


Третий опорный план является оптимальным, так как в индексной строке все коэффициенты ≤0, то условие оптимальности выполняется, а все значения базисных переменных – положительные числа:

3. Дискретное программирование

Под дискретным программированием понимаются задачи оптимизации некоторой целевой функции 
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EMBED Equation.3[image: image288.wmf] определенной на некотором множестве 
[image: image289.wmf]x

допустимых значений, которое не является непрерывным: оно или конечно, или состоит из изолированных точек. Обычно 
[image: image290.wmf]x

 – это множество точек с целочисленными координатами, удовлетворяющим некоторым ограничением. 

Значительная часть задач в экономике требует целочисленного решения. К ним  относятся задачи, у которых переменные {хi} означают количество единиц неделимой продукции, например продажа компьютеров, распределение транспортных средств по рейсам, число станков при загрузке оборудования и другое. Задачи с линейной целевой функцией и линейными ограничениями,  решение которых должно быть получено в целых числах называют задачами целочисленного линейного программирования (ЦЛП). Для решения более узкого класса задач нелинейного дискретного программирования  целесообразно применение идей метода динамического программирования. Следует подчеркнуть, что при решении задач дискретного программирования возникают значительные трудности. Методы решения задач дискретного программирования не так эффективны, как методы линейного программирования. 
Методы ЦЛП можно разделить на три основные группы: 1) приближенные методы; 2) методы отсечения; 3) комбинаторные методы, основная идея которых заключается в замене полного перебора всех решений их частичным перебором.
Если единица составляет малую часть от общего количества, например, при планировании массового производства, то для нахождения оптимального решения применяют обычный симплекс-метод и округляют полученное решение до целого. Однако, во многих случаях округление может привести к решению, далекому от оптимального.

Сущность методов отсечения состоит в следующем: сначала задача решается без условий целочисленности. Если полученный план целочисленный, то задача решена. В противном случае к ограничениям добавляется новое ограничение, обладающее следующими свойствами:

а) оно должно быть линейным

б) должно отсекать найденный оптимальный нецелочисленный план
в) не должно отсекать ни одного целочисленного плана

Дополнительное ограничение, обладающее указанными свойствами, называется правильным отсечением, правильным оно называется потому, что отсекает от допустимой области предыдущей задачи ее оптимальное решение, не отсекая в то же время ни одного допустимого решения исходной задачи. Процесс прекращается, когда в очередной задаче либо получено оптимальное решение, принадлежащее допустимой области, либо установлена ее пустота. Существуют различные методы формирования правильных отсечений.
4.1 Метод Гомори
Одним из наиболее применяемых  в задачах ЦЛП, является метод Гомори, который включает в себя следующие этапы.

1) Если среди элементов оптимального решения есть нецелые числа, то необходимо выбрать элемент с наибольшей дробной частью и составить дополнительное ограничение, которое отсекает нецелочисленные решения.

Пусть значение базисной переменной в оптимальном плане xi = bi – дробное число, тогда некоторые элементы aij в i-й строке симплекс-таблицы также дробные числа. Обозначим [bi] и [aij] целые части, т.е. наибольшие целые числа, не превышающие bi  и aij , тогда дробные части

qi = bi – [bi];   qij = aij  - [aij] являются положительными числами. 

Тогда неравенство    

qi – qi1x1 – qi2x2 - …- qimxn ≤ 0 ,

сформированное по i-й строке симплексной таблицы обладает всеми свойствами правильного отсечения

2) Неравенство преобразуется в уравнение путем введения дополнительной неотрицательной переменной и включается в симплекс таблицу.

3) Полученная задача решается симплекс-методом.

Если новый план будет целочисленным, то задача решена. В противном случае необходимо вернуться в п. 1 алгоритма.

Если в процессе решения в симплекс-таблице появится уравнение с целым свободным членом bi и нецелыми коэффициентами aij, то данная задача не имеет целочисленного оптимального решения.

Пример. Установить новое оборудование двух типов на площади 20 м2. На его приобретение выделено 6 млн. руб. Комплект оборудования 1-го вида стоит 1 млн. руб. и занимает площадь 5 м2 и приносит доход 8 млн. руб. Комплект оборудования 2-го вида занимает площадь 2 м2, стоит 1 млн. руб. и приносит доход 5 млн. руб. Определить какое количество оборудование каждого вида следует закупить для обеспечения максимального дохода.

Решение. Пусть x1 – количество комплектов 1-го вида, x2 – количество комплектов 2-го вида. Тогда f(x) = 8x1 + 5x2 → max
при ограничениях
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Приведем систему ограничений к каноническому виду и составим симплекс-таблицу
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	Базисная переменная
	bi
	x1
	x2
	x3
	x4
	di

	x3
	20
	5
	5
	1
	0
	4

	x4
	6
	1
	1
	0
	1
	6

	f
	0
	-8
	-5
	0
	0
	0


Первая итерация: ведущий элемент x11
	Базисная переменная
	b
	x1
	x2
	x3
	x4
	di

	x1
	4
	1
	2/5
	1/5
	0
	10

	x2
	2
	0
	3/5
	-1/5
	1
	10/3

	f
	32
	0
	-9/5
	8/5
	0
	max


Вторая итерация: ведущий элемент x22
	Базисная переменная
	b
	x1
	x2
	x3
	x4
	di

	x1
	8/3
	1
	0
	1/3
	-2/3
	10

	x2
	10/3
	0
	1
	-1/3
	5/3
	10/3

	f
	114/3
	0
	0
	1
	3
	max


Т.к. все коэффициентами индексной строки  > 0, то план оптимальный:

x*  = (8/3; 10/3);

x1 = 2 2/3;   x2 = 3 1/3

x1 имеет большую дробную часть (2/3), поэтому составляем дополнительное ограничение по первому  уравнению:

q1 = b1 – [b1] = 8/3 – 2 = 2/3

q11 = a11 – [a11] = 1 – 1 = 0

q12 = a12 – [a12] = 0 – 0 = 0

q13 = a13 – [a13] = 1/3 – 0 = 1/3

q14 = a14 – [a14] = - 2/3 – (-1) = 1/3

Дополнительное ограничение имеет вид:

2/3 – 1/3 x3  - 1/3 x4 ≤ 0

Преобразуем данное неравенство в дополнительное уравнение-ограничение:

2/3 – 1/3 x3 - 1/3 x4  + x5 = 0;

и  введем его коэффициенты в оптимальную симплексную таблицу.

	Базисная переменная
	b
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	x1
	8/3
	1
	0
	1/3
	-2/3
	0

	x2
	10/3
	0
	1
	-1/3
	5/3
	0

	x5
	-2/3
	0
	0
	-1/3
	-1/3
	1

	f
	114/3
	0
	0
	1
	3
	0


Применяя алгоритм двойственного симплекс-метода, проводим одну итерацию.
	Базисная переменная
	b
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	x1
	2
	1
	0
	0
	-1
	1

	x2
	4
	0
	1
	0
	2
	-1

	x3
	2
	0
	0
	1
	1
	-1

	f
	36
	0
	0
	0
	2
	3


Т.к. все коэффициенты индексной строки положительны и все bi > 0 то задача решена.

xopt = {2;4;2}        fmax = 36 млн. руб. 

4.2 Задача о назначениях

В общем виде задача о назначениях формулируется следующим образом. Имеется 
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работ и 
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 кандидатов для их выполнения. Затраты 
[image: image297.wmf]i

- го кандидата на выполнение 
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-ой работы равны
[image: image299.wmf]ij

c

. Каждый кандидат может быть назначен только на одну работу и каждая работа может быть выполнена только одним кандидатом. Требуется найти назначение кандидатов на работы, при котором суммарные затраты на выполнение работы минимальны.

Математическая модель выглядит следующим образом
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На содержательном уровне задачу можно переформулировать и таким образом: выбрать 
[image: image301.wmf]n

 элементов квадратной матрицы таким образом, чтобы в каждом столбце и каждой строке был выбран ровно один элемент и сумма выбранных элементов была минимальна.

Данная задача является задачей линейного программирования и может быть решена например симплекс-методом, однако, исходя специфического вида ограничений были разработаны более эффективные алгоритмы, например, т. н. «венгерский метод»

Для решения задачи о назначениях составляют таблицу

Таблица 4.1
	N
	1
	2
	…
	j
	…
	n

	1
	C11
[image: image302.wmf]
	C12
	…
	Cij
	…
	Cin

	2
	C21
	C22
	…
	C2j
	…
	C2n

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	i
	Ci1
	Ci2
	…
	Cij
	…
	Cin

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	n
	Cn1
	Cn1
	…
	Cnj
	…
	Cnn


В левой колонке записаны номера кандидатов, в верхней строке – номера работ. В 
[image: image303.wmf]i

-строке 
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-столбце стоят затраты на выполнение 
[image: image305.wmf]i

-кандидатом 
[image: image306.wmf]j

-й работы.

В венгерском методе используется следующий принцип: оптимальность решении задачи о назначениях не нарушается при уменьшении (увеличении) элементов строки (столбца) на одну и ту же величину. Решение считается оптимальным, если все измененные таким образом затраты 
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 позволяют отыскать такой набор что
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Алгоритм метода имеет следующий вид.

1. Получение нулей в каждой строке. Для этого в каждой строке определяют наименьший элемент и его значение отнимают от всех элементов этой строки.

2. Получение нулей в каждом столбце: в каждом столбце определяют минимальный элемент и его значение вычитают из всех элементов этого столбца.

3. Просматривают строку, содержащую наименьшее количество нулей. Отмечают один из нулей этой строки и зачеркивают все остальные. Аналогичные операции проводят для всех строк. Если назначение, которое получено при всех отмеченных нулях является полным (т.е. число отмеченных нулей равно 
[image: image309.wmf]n

), то решение является оптимальным. В противном случае переходят к следующему шагу.

4. Поиск минимального набора строк и столбцов, содержащих все нули. Для этого необходимо отметить

- все строки, не содержащие ни одного отмеченного нуля;

- все столбцы содержащие перечеркнутый нуль хотя бы в одной из отмеченных строк;

- все строки, содержащие отмеченные нули хотя бы в одном из отмеченных столбцов.

Данные действия повторяются поочередно до тех пор, пока есть что отмечать. После этого необходимо зачеркнуть каждую непомеченную строку и каждый помеченный столбец.

Цель этого шага – провести минимальное количество горизонтальных и вертикальных прямых, пересекающих по крайней мере один раз все нули.

5. Модификация таблицы: перестановка некоторых нулей.

Взять наименьшее число из не вычеркнутых клеток. Вычесть его из каждого числа, стоящего в не вычеркнутых столбцах и прибавить к каждому числу, стоящему в вычеркнутых строках. Данная операция не изменяет оптимального решения. Затем возвращаемся в шаг 3.

Пример Решить задачу о назначениях заданную матрицей:
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1) Редукция строк
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2) Редукция столбцов
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3) Сделаем назначения

Строками, содержащими наименьшее число нулей являются 1-я, 3-я и 4-я. Отметим точкой ноль первой строки 
[image: image314.wmf])

(

11

c

 и вычеркнем ноль из первой строки 
[image: image315.wmf])

(

21

c

. Отмечаем 0 в третьей строке 
[image: image316.wmf])
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 и вычеркиваем 
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. Отмечаем любой нуль во второй строке (следуя по порядку отметим 
[image: image318.wmf])
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22
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 и вычеркиваем нуль в четвертом столбце 
[image: image319.wmf])

(

24
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.

Число отмеченных нулей равно 3 т.е. назначение не является полным. Перейдем к следующему шагу: найдем минимальный набор строк и столбцов, содержащий все нули.
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Отметим четвертую строку не содержащую ни одного отмеченного нуля. Отметим третий столбец, содержащий перечеркнутый ноль в четвертой строке. Отметим третью строку, содержащую отмеченный нуль в третьей строке. Кроме третьего столбца больше нет столбцов, содержащих перечеркнутые нули в отмеченных строках. Вычеркнем отмеченный столбец и неотмеченные строки. В оставшихся клетках минимальный элемент равен 2. Вычтем его из каждого числа не вычеркнутых столбцов (1,2,4-й).
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Прибавив 2 к каждому элементу вычеркнутых строк получим
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Вновь сделаем назначение отметив по порядку нуль. Данное назначение будет полным, т.к. число отмеченных нулей равно 4. Таким образом  
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Данное решение не единственное. Если во второй строке отметить не второй а четвертый нуль то получим:
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Если в задаче о назначениях необходимо найти максимум критерия эффективности (целевой функции) то все элементы матрицы  
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 следует умножить на (-1) и прибавить к ним некоторое число М такое, чтобы вновь получившаяся матрица стоимости не содержала отрицательных элементов (М достаточно выбрать равным по модулю наименьшему отрицательному элементу матрицы) Теперь  задачу можно решать как задачу минимизации.

4.3 Динамическое программирование

В ряде реальных экономических и производственных задач необходимо учитывать изменение моделируемого процесса во времени и влияние времени на критерий оптимальности. Для решения указанных задач используется метод динамического планирования – динамическое программирование. Этот метод более сложен по сравнению с методами расчета статических оптимизационных задач, изложенных выше. Также не простым делом является процесс построения для реальной задачи математической модели динамического программирования.

4.3.1 Постановка задачи динамического программирования, основные условия и область применения

Пусть рассматривается задача, распадающаяся на m шагов или этапов, например планирование деятельности предприятия на несколько лет, поэтапное планирование инвестиций, управление производственными мощностями в течение длительного срока. Показатель эффективности задачи в целом обозначим через W, а показатели эффективности на отдельных шагах – через 
[image: image338.wmf]m

i

i

...

1

,

=

j

. Если W обладает свойством аддитивности, т.е.:


[image: image339.wmf]å

=

=

m

i

i

W

1

j







(4.1)

то можно найти оптимальное решение задачи методом динамического программирования.

Таким образом, динамическое программирование – это метод оптимизации многошаговых или многоэтапных процессов, критерий эффективности которых обладает свойством (4.1). В задачах динамического программирования критерий эффективности называется выигрышем. Данные процессы управляемые, и от правильного выбора управления зависит величина выигрыша.

Переменная 
[image: image340.wmf]i

x

, от которой зависят выигрыш на i-м шаге и, следовательно, выигрыш в целом, называется шаговым управлением, i=1…m.

Управлением процесса в целом х называется последовательность шаговых управлений х =
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Оптимальное управление 
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EMBED Equation.3[image: image343.wmf]*
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 это значение управления х, при котором значение W(
[image: image344.wmf]*

x

) является максимальным (или минимальным, если требуется уменьшить проигрыш)
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где Х – область допустимых управлений. 

Оптимальное управление х* определяется последователь​ностью оптимальных шаговых управлений 
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В основе метода динамического программирования лежит принцип оптимальности Беллмана, формулирующийся следую​щим образом: управление на каждом шаге надо выбирать так, чтобы оптимальной была сумма выигрышей на всех оставшихся до конца процесса шагах, включая выигрыш на данном шаге.

Поясним это правило. При решении задачи динамического программирования на каждом шаге выбирается управление, которое должно привести к оптимальному выигрышу. Если считать все шаги независимыми друг от друга, то оптимальным шаговым управлением будет то управление, которое приносит максимальный выигрыш именно на данном шаге. Но, например, при покупке новой техники взамен устаревшей на ее приобретение затрачиваются определенные средства. Поэтому прибыль от ее эксплуатации вначале может быть небольшой. Однако в следующие годы новая техника будет приносить большую прибыль. И наоборот, если руководитель примет решение оставить старую технику для получения прибыли в текущем году, то в дальнейшем это приведет к значительным убыткам. Данный пример демонстрирует следующий факт: в многошаговых процессах все шаги зависят друг от друга, и, следовательно, управление на каждом конкретном шаге надо выбирать с учетом его будущих воздействий на весь процесс.

Другой момент, который следует учитывать при выборе управления на данном шаге, – это возможные варианты окончания предыдущего шага. Эти варианты определяют состояние процесса. Например, при определении количества средств, вкладываемых в предприятие в i-м году, необходимо знать, сколько средств осталось в наличии к этому году и какая прибыль получена в предыдущем (i-1)-м году. Таким образом, при выборе шагового управления необходимо учитывать:

1) возможные исходы предыдущего шага;

2) влияние управления на все оставшиеся до конца процесса шаги.

В задачах динамического программирования первый пункт учитывают, делая на каждом шаге условные предположения о возможных вариантах окончания предыдущего шага и проводя для каждого из вариантов условную оптимизацию. Выполнение второго пункта обеспечивается тем, что в задачах динамического программирования условная оптимизация проводится от конца процесса к началу. Сначала оптимизируется последний m-й шаг, на котором не надо учитывать возможные воздействия выбранного управления 
[image: image347.wmf]m

x

 на все последующие шаги, так как эти шаги просто отсутствуют. Делая предположения об условиях окончания (m-1)-го шага, для каждого из них проводят условную оптимиза​цию m-го шага и определяют условное оптимальное управление 
[image: image348.wmf]m

x

. Аналогично поступают для (m-1)-го шага, делая предположения об исходах окончания (m-2)-го шага и определяя условное оптимальное управление на (m-1)-м шаге, приносящее оптимальный выигрыш на двух последних шагах – (m-1)-м и m-м. Так же действуют на всех остальных шагах до первого. На первом шаге, как правило, не надо делать условных предположений, так как состояние системы перед первым шагом обычно известно.

Для этого состояния выбирают оптимальное шаговое управление, обеспечивающее оптимальный выигрыш на первом и всех последующих шагах. Это управление является безусловным оптимальным управлением на первом шаге и, зная его, определяются оптимальное значение выигрыша и безусловные оптимальные управления на всех шагах. 

4.3.2. Составление математической модели динамического программирования

Дополнительно введем следующие условные обозначения: 

s – состояние процесса; 


[image: image349.wmf]i
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 – множество возможных состояний процесса перед i-м шагом;


[image: image350.wmf]i
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выигрыш с i-го шага до конца процесса, i = 1,…,m. Можно определить следующие основные этапы составления математической модели задачи динамического программирования.

1. Разбиение задачи на шаги (этапы). Шаг не должен быть слишком мелким, чтобы не проводить лишних расчетов и не должен быть слишком большим, усложняющим процесс шаговой оптимизации.

2. Выбор переменных, характеризующих состояние s моделируемого процесса перед каждым шагом, и выявление налагаемых на них ограничений. В качестве таких переменных следует брать факторы, представляющие интерес для исследователя, например годовую прибыль при планировании деятельности предприятия.

3. Определение множества шаговых управлений 
[image: image351.wmf]i

x

, i = 1,...,m и налагаемых на них ограничений, т.е. области допустимых управлений X.

4. Определение выигрыша
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который принесет на i-м шаге управление 
[image: image353.wmf]i
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, если система перед этим находилась в состоянии s.

5. Определение состояния s', в которое переходит система из состояния s под влиянием управления 
[image: image354.wmf]i
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где 
[image: image356.wmf]i

f

- функция перехода на i-м шаге из состояния s в состояние s'.

6. Составление уравнения, определяющего условный оптимальный выигрыш на последнем шаге, для состояния s моделируемого процесса
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7. Составление основного функционального уравнения динамического программирования, определяющего условный оптимальный выигрыш для данного состояния s с i-го шага и до конца процесса через уже известный условный оптимальный выигрыш с (i+1)-го шага и до конца:
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(4.6) 

В уравнении (4.6) в уже известную функцию 
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, характеризующую условный оптимальный выигрыш с (i+1)-го шага до конца процесса, вместо состояния s подставлено новое состояние 
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, в которое система переходит на i-м шаге под влиянием управления 
[image: image361.wmf]i
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.

Заметим, что структура модели динамического программирования отличается от статической модели линейного программирования. Действительно, в моделях линейного программирования управляющие переменные – это одновременно и переменные состояния моделируемого процесса, а в динамических моделях отдельно вводятся переменные управления 
[image: image362.wmf]i
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, и переменные, характеризующие изменение состояния s под влиянием управления. Таким образом, структура динамических моделей более сложная, что естественно, так как в этих моделях дополнительно учитывается фактор времени.

4.3.3 Этапы решения задачи динамического программирования

После того как выполнены пункты 1–7, изложенные выше, и математическая модель составлена, приступают к ее расчету. Укажем основные этапы решения задачи динамического программирования.

1. Определение множества возможных состояний 
[image: image363.wmf]m
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 для последнего шага.

2. Проведение условной оптимизации для каждого состояния 
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EMBED Equation.3[image: image365.wmf]на последнем m-м шаге по формуле (4.5) и определение условного оптимального управления 
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3. Определение множества возможных состояний 
[image: image367.wmf]i
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 для i-го шага, i = 2,3,...,m-1.

4. Проведение условной оптимизации i-го шага, i= 2,3,...,m-1 для каждого состояния 
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EMBED Equation.3[image: image369.wmf] по формуле (4.6) и определение условного оптимального управления  
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5. Определение начального состояния системы 
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, оптимального выигрыша 
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 и оптимального управления 
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 по формуле (4.6) при i=1. Это есть оптимальный выигрыш для всей задачи 
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6. Проведение безусловной оптимизации управления. Для проведения безусловной оптимизации необходимо найденное на первом шаге оптимальное управление 
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 подставить в формулу (4.4) и определить следующее состояние системы 
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. Для измененного состояния найти оптимальное управление 
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, подставить в формулу (4.4) и т.д. Для i-го состояния 
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4.4. Оптимальное распределение инвестиций как задача динамического программирования

Инвестор выделяет средства в размере D условных единиц, которые должны быть распределены между m-предприятиями. Каждое i-е предприятие при инвестировании в него средств х приносит прибыль 
[image: image381.wmf])
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 усл. ед., i = 1,..,m . Нужно выбрать оптимальное распределение инвестиций между предприятиями, обеспечивающее максимальную прибыль.

Выигрышем W в данной задаче является прибыль, приносимая m предприятиями. 

Построение математической модели.

1. Определение числа шагов. Число шагов m равно числу предприятий, в которые осуществляется инвестирование.

2. Определение состояний системы. Состояние системы на каждом шаге характеризуется количеством средств s, имеющихся в наличии перед данным шагом, 
[image: image382.wmf]D
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3. Выбор шаговых управлений. Управлением на i-м шаге 
[image: image383.wmf]i
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, i=1,…,m является количество средств, инвестируемых в i-е предприятие.

4. Функция выигрыша на i-м шаге:
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это прибыль, которую приносит i-е предприятие при инвестировании в него средств 
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Следовательно, данная задача может быть решена методом динамического программирования.

5. Определение функции перехода в новое состояние.
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Таким образом, если на i-м шаге система находилась в состоянии s, а выбрано управление х, то на i+1-м шаге система будет находиться в состоянии (s - x). Другими словами, если в наличии имеются средства в размере s усл. ед., и в i-е предприятие инвестируется х усл. ед., то для дальнейшего инвестирования остается (s - x) усл. ед.

6. Составление функционального уравнения для i=m.
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           (4.10)

На последнем шаге, т.е. перед инвестированием средств в последнее предприятие, условное оптимальное управление соответствует количеству средств, имеющихся в наличии; т.е. сколько средств осталось, столько и надо вложить в последнее предприятие. Условный оптимальный выигрыш равен доходу, приносимому последним предприятием.

7. Составление основного функционального уравнения. Подставив в формулу (4.6) выражения (4.7) и (4.8), 

получаем следующее функциональное уравнение
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          (4.11)

Поясним данное уравнение. Пусть перед i-м шагом у инвестора остались средства в размере s усл. ед. Тогда х усл. ед. он может вложить в i-е предприятие, при этом оно принесет доход 
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, а оставшиеся (s - x) усл. ед. – в остальные предприятия с i+1-го до m-го. Условный оптимальный выигрыш от такого вложения 
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. Оптимальным будет то условное управление Х, при котором сумма 
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 максимальна.

Проведем численный расчет модели.

Пример.

D=5000, m=3.

Значения 
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Для простоты в задаче сделано предположение, что вкладываются только тысячи условных единиц.

Проведем условную оптимизацию. По ее результатам заполняется таблица
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В первой колонке таблицы записываются возможные состояния системы s = 1,5 , в верхней строке – номера шагов i = 1,3 . На каждом шаге определяются условные оптимальные управления 
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 и условные оптимальные выигрыши 
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1. Проведение условной оптимизации для последнего шага i=3. Функциональное уравнение на последнем шаге имеет вид
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поэтому два столбца табл. 17, соответствующие i=3, заполняются автоматически по таблице исходных данных.

2. Условная оптимизация для i=2. Функциональное уравнение:
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Для проведения условной оптимизации заполним ряд вспомогательных таблиц, соответствующих различным значениям s, т.е. различным исходам окончания предыдущего шага.
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  возможны два условных оптимальных управления: 
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3. Условная оптимизация для i=1.

Перед первым шагом состояние системы известно.

s = D = 5 тыс. усл. ед., и условную оптимизацию следует проводить только для этого значения s=5
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Проведем безусловную оптимизацию. 
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Таким образом, для получения максимальной прибыли в размере 6400 усл. ед. следует по 2000 усл. ед. вложить в первое и третье предприятия и 1000 усл. ед. – во второе предприятие.

Следует понимать, что полученное решение есть лишь некоторое приближение к оптимальному решению. Его можно улучшить, т.е. приблизить к оптимальному, взяв более мелкий шаг оптимизации, например, вкладывать в предприятия средства, кратные 500 усл. ед. В заключение следует отметить, что после построения математической модели динамического программирования, т.е. выполнения этапов 1–7 пункта 3.4, для расчета модели может быть составлена программа. Использование компьютера позволит решить задачу большой размерности, т.е. получить решение, достаточно близкое к оптимальному.
5.НЕЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

Нелинейное программирование – раздел математического программирования, изучающий задачи отыскания глобального экстремума фиксированной (целевой) функции при наличии ограничений в ситуации, когда целевая функция и ограничения имеют общий характер (не предполагаются линейными).

Задачи нелинейного программирования возникают на практике, например,

1) когда затраты изменяются не пропорционально количеству закупленных или произведенных товаров,

2) когда расход определенных видов сырья и ресурсов происходит нелинейно, а скачкообразно (в зависимости от объема производства).

Для решения разных задач нелинейного программирования, отличающихся видом целевой функции и системы ограничений, разработаны специальные методы решения. 

Простейшим видом задач нелинейного программирования являются задачи с двумя переменными и одним ограничением в виде равенства. Они имеют вид

[image: image462.png]



Задачи нелинейного программирования с двумя переменными и одним ограничением в виде равенства могут быть решены методом подстановки или методом множителей Лагранжа. Метод подстановки используется, если из ограничения [image: image464.png]


 можно в явном виде выразить функцию [image: image466.png]


. Тогда, подстановка функции [image: image468.png]


  в целевую функцию z вместо переменой [image: image470.png]


 приводит к получению целевой функции вида z , которая зависит только от одной переменной [image: image472.png]


. В этом случае задача на условный экстремум функции двух переменных сводится к задаче на безусловный экстремум функции одной переменной. 

Метод множителей Лагранжа используется, если из ограничения [image: image474.png]


 невозможно в явном виде выразить функцию [image: image476.png]


 (то есть невозможно использовать метод подстановки). Метод множителей Лагранжа, также как и метод подстановки, позволяет перейти от задачи на нахождение условного экстремума функции к задаче на нахождение безусловного экстремума функции.

Алгоритм решения задачи на условный экстремум целевой функции двух переменных с одним ограничением методом множителей Лагранжа включает следующие этапы.

1. Введение вспомогательной переменной [image: image478.png]


, называемой множителем Лагранжа, и составление функции Лагранжа , которая представляет собой сумму целевой функции и ограничения, умноженного на множитель Лагранжа, вида

[image: image479.png]Fley.x2) 4+ Ag(xy,x,) - B)




Метод множителей Лагранжа основан на том, что точка условного экстремума функции 
[image: image480.wmf])
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 при условии совпадает с точкой безусловного экстремума 
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,

,

(

20

10

l

x

x

 функции Лагранжа.

2. Нахождение частных производных функции Лагранжа по переменным 
[image: image482.wmf])
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  и приравнивание их к нулю в соответствии с необходимым условием безусловного экстремума функции. В результате получится система из трех уравнений вида
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3.Нахождение критических (стационарных) точек, в которых функция Лагранжа (и соответственно целевая функция исходной задачи ) может иметь экстремум путем решения полученной системы уравнений.

4. Проверка достаточного условия экстремума функции Лагранжа с использованием достаточного условия экстремума функции двух переменных (так как функция Лагранжа 
[image: image485.wmf])
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при конкретном значении множителя Лагранжа 
[image: image486.wmf]0

l

становится функцией двух переменных).

5. Вычисление локальных экстремумов функции и выбор того из них, в котором целевая функция задачи принимает максимальное (минимальное) значение.

Пример 
Фирма реализует продукцию двумя способами: через торговых агентов и через магазин. Через реализацию количества продукции  [image: image488.png]


 через торговых агентов расходы на реализацию составляют 9x1 +x12  условных единиц, при продаже количества продукции  [image: image490.png]


 через магазин расходы составляют 6x2 +x22  условных единиц. За месяц производится 150 тонн продукции. Найти оптимальный  план реализации, при котором расходы будут минимальными
Решение 

Математическая модель данной задачи имеет следующий вид:
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1) Метод подстановки

Исключив из целевой функции [image: image493.png]


, получим

[image: image494.png]2x3% - 297x, + 23400




Дифференцируя и приравнивая к 0 получим уравнение

[image: image496.png]4x,-297=0



 откуда находим [image: image498.png]


. Т.к.  вторая производная целевой функции положительна, данная точка является точкой минимума, тогда [image: image500.png]50-x, =7575



 

2) Метод Лагранжа

Найдем экстремум функции 
[image: image501.wmf]2
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 используя функцию Лагранжа: 
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Необходимым условием экстремума функции Лагранжа является равенство нулю ее частных производных по переменным [image: image504.png]


 и неопределенному множителю λ. Составим систему:
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Решая данную систему, получим 
[image: image506.wmf]1

x

 = 74.25; 
[image: image507.wmf]2

x

 = 75.75.
Контрольная работа №4

Задача №1

Решить задачу оптимального планирования выпуска продукции при следующих условиях.

Для изготовления двух видов продукции используются три вида сырья. При производстве единицы продукции первого вида затрачивается а1 кг сырья первого вида, а2 кг сырья второго вида и а3 кг сырья третьего вида. При производстве единицы продукции второго вида затрачивается b1 кг сырья первого вида, b2 кг сырья второго вида и b3 кг сырья третьего вида. Запасы сырья первого вида составляют А кг, второго – B кг, третьего – C кг. Прибыль от реализации единицы продукции первого вида составляет P1 руб., от реализации единицы продукции второго вида – P2 руб. Решить задачу графически и симплекс-методом

Исходные данные приведены в таблице 

Таблица 

	№
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[image: image511.wmf]1
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	A
	B
	С
	
[image: image514.wmf]1

P


	
[image: image515.wmf]2

P



	1
	14
	14
	6
	5
	8
	12
	350
	392
	408
	10
	5

	2
	16
	9
	6
	4
	9
	12
	400
	333
	360
	9
	12

	3
	12
	4
	3
	3
	5
	14
	284
	136
	266
	6
	4

	4
	14
	4
	3
	4
	4
	12
	252
	120
	240
	30
	40

	5
	15
	4
	4
	2
	3
	14
	285
	113
	322
	15
	9

	6
	16
	3
	3
	2
	2
	15
	304
	83
	375
	10
	12

	7
	13
	4
	3
	2
	4
	14
	260
	124
	280
	12
	10

	8
	9
	7
	4
	5
	8
	16
	1431
	1224
	1328
	3
	2

	9
	6
	5
	3
	3
	10
	12
	714
	910
	948
	3
	9

	10
	15
	5
	4
	4
	3
	8
	225
	100
	192
	6
	8


Решить задачу графически и симплекс-методом

Задача №2

Используя данные задачи №1 о планировании выпуска продукции, составить двойственную задачу линейного программирования, установить сопряженные пары прямой и двойственной задач и согласно сопряженным парам переменных из решения прямой задачи получить решение двойственной задачи. 
Задача №3

Установить новое оборудование двух типов на площади A  м2. На его приобретение выделено B млн. руб. Комплект оборудования 1-го вида стоит C млн. руб. , и занимает площадь D м2 и приносит доход 8 млн. руб. Комплект оборудования 2-го вида занимает площадь 2 м2, стоит L млн. руб. и приносит доход  P млн. руб. Определить какое количество оборудование каждого вида следует закупить для обеспечения максимального дохода.

	№ вар.
	A
	B
	C
	D
	F
	L
	P

	1
	30
	9
	1.5
	7.5
	3
	1.5
	7.5

	2
	90
	27
	4.5
	22.5
	9
	4.5
	22.5

	3
	35
	14
	6.5
	12.5
	8
	6.5
	12.5

	4
	70
	28
	13
	25
	16
	13
	25

	5
	100
	37
	14.5
	32.5
	19
	14.5
	32.5

	6
	80
	38
	23
	35
	26
	23
	35

	7
	72
	30
	15
	27
	18
	15
	27

	8
	65
	23
	8
	20
	11
	8
	20

	9
	120
	36
	6
	30
	12
	6
	30

	10
	60
	18
	3
	15
	6
	3
	15


Задача №4

Решить задачу о назначениях заданную матрицей
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 Задача №5

На развитие трех предприятий выделено 5 млн. руб. Известна эффективность капитальных вложений в каждое предприятие, заданная значением нелинейной функции 
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 представленной в таблице Необходимо распределить выделенные средства между предприятиями таким образом, чтобы получить максимальный суммарный доход
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Задача №6

Фирма реализует продукцию двумя способами: через торговых агентов и через магазин. Через реализацию количества продукции  [image: image557.png]


 через торговых агентов расходы на реализацию составляют ax1 +bx12  условных единиц, при продаже количества продукции  [image: image559.png]


 через магазин расходы составляют cx2 +dx22  условных единиц. За месяц производится M тонн продукции. Найти оптимальный  план реализации, при котором расходы будут минимальными.

	№ варианта
	a
	b
	c
	d
	M

	1
	4
	2
	2
	1
	200

	2
	3
	3
	1
	1,5
	250

	3
	6
	1
	4
	2
	300

	4
	5
	3
	3
	1
	320

	5
	7
	2
	5
	2
	270

	6
	8
	4
	6
	1
	340

	7
	11
	1
	8
	1,5
	240

	8
	9
	2
	7
	1,7
	330

	9
	12
	2
	9
	2
	230

	10
	10
	3
	6
	1
	270
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