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Введение
Автор считал своей задачей познакомить читателя с основными положениями теории рядов по ортогональным последовательностям функций, рассматривая тригонометрические ряды Фурье как самый популярный и наиболее часто применяемый случай. Эта теория имеет чёткие аналогии с теорией ортонормированных базисов в евклидовых пространствах, изучаемой в курсе линейной алгебры и аналитической геометрии, но применяется к бесконечномерным пространствам функций.
Изучаемая теория иллюстрируется конкретными примерами разложения функции в ряды Фурье. Графики сумм и первых частичных сумм получающихся рядов иллюстрируют характер приближения функций рядами Фурье.

Рассматривается применение рядов Фурье к задачам математической физики.
Пособие также содержит задачи для расчётного задания «Ряды Фурье».

Пособие рассчитано на студентов, изучающих курс высшей математики в техническом ВУЗе. По этой причине изложение не является вполне строгим, ограничиваясь в ряде случаев правдоподобными рассуждениями вместо доказательств или даже одними формулировками теорем. Строгое изложение обсуждаемой теории требует использования таких понятий, как, например, интеграл Лебега и гильбертово пространство.

Ввиду ограниченности объёма не рассматриваются некоторые интересные явления, возникающие при разложении функции в ряд Фурье, например, явление Гиббса.
Желающие глубже изучить обсуждаемую теорию, могут обратиться к литературе, указанной в конце пособия.

§ 1. Ортогональные последовательности функций
Далее мы будем рассматривать функции, определённые на некотором фиксированном отрезке [a,b]. Ради простоты все рассматриваемые функции будут предполагаться кусочно непрерывными
) на отрезке [a,b], хотя это условие в действительности является слишком ограничительным, и излагаемая теория верна для гораздо более широкого класса функций и не только для отрезка.
Кроме того, мы зафиксируем некоторую неотрицательную функцию p(x), относительно которой будем предполагать, что она ни на каком интервале 
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 не обращается в 0 тождественно. Эту функцию будем называть весом.
Определение 1. Скалярным произведением функций f(x) и g(x) на отрезке [a,b] с весом p(x) называется число
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Определение 2. Нормой функции f(x) на отрезке [a,b] с весом p(x) называется число
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Замечание. Определённые таким образом скалярное произведение и норма функции обладают всеми свойствами скалярного произведения и нормы вектора в евклидовом пространстве со следующей поправкой: из равенств (f,f)=0 или 
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 следует, что f(x)=0 во всех точках 
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, в которых функция f(x) непрерывна. Напомним, что мы предположили, что точек разрыва у функции f(x) – не более чем конечное число, поэтому такая функция равна 0 во всех точках отрезка [a,b], за исключением, может быть, конечного числа. Мы договоримся не различать функции, отличающиеся лишь на конечном множестве точек.
Поэтому для функций можно определить все понятия, существующие для векторов, например, угол. Однако большой пользы от понятия "угла" между функциями нет, за исключением "перпендикулярности".
Определение 3. Функции f(x) и g(x) называются ортогональными на отрезке [a,b] с весом p(x), если (f,g)=0, то есть,
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Теорема. Если функции φ1(x), φ2(x),…, φn(x) попарно ортогональны и 
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 для всех k=1, 2,…,n, то эти функции линейно независимы
).
Доказательство. Предположим, что для некоторых чисел λ1, λ2,…, λn во всех точках отрезка [a,b], в которых все функции непрерывны, выполняется равенство
λ1φ1(x)+λ2φ2(x)+…+λnφn(x)=0.
Умножим скалярно обе части этого равенства на φ1(x). Пользуясь свойствами скалярного произведения, получим
λ1(φ1,φ1)+λ2(φ2,φ1)+…+λn(φn,φ1)=0.
Так как 
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, (φ2,φ1)=…= (φn,φ1)=0, это равенство принимает вид 
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. Так как 
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, отсюда следует, что λ1=0. Аналогично доказывается, что λ2=…=λn=0, то есть, функции φ1(x), φ2(x),…, φn(x) линейно независимы, что и требовалось доказать.
Определение 4. Последовательность функций

φ1(x), φ2(x),…, φk(x),…
(3)

называется ортогональной, если функции φi(x) и φj(x) ортогональны  при всеx i, j=1, 2, 3,…, i≠j.
В дополнение к ортогональности, мы будем предполагать далее, что 
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 при всех k=1, 2, 3,…, так что все эти функции – ненулевые.
Определение 5. Ортогональная последовательность функций (1) называется полной, если каждая (кусочно непрерывная) функция f(x), ортогональная всем функциям последовательности (1), равна 0 во всех точках отрезка [a,b], где она непрерывна (иначе говоря, 
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Полнота ортогональной последовательности (1) означает, что к ней нельзя добавить ещё одну ненулевую функцию с сохранением ортогональности. Это свойство аналогично свойству максимальности базиса: к базису нельзя добавить ещё одну ненулевую функцию с сохранением свойств базиса.
Пример. Следующая последовательность функций является ортогональной на отрезке [a,b] с весом p(x)=1 (она называется тригонометрической последовательностью функций):
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Проверим, например, ортогональность функций 
[image: image14.wmf]a

b

mx

-

p

2

cos

 и 
[image: image15.wmf]a

b

nx

-

p

2

sin

 при m≠n:
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так как разности аргументов косинусов в каждой скобке кратны 2π, а именно: 2π(m+n) в первой скобке и 2π(m-n) – во второй.

Аналогично проверяется ортогональность других пар функций. Для дальнейшего нам понадобятся нормы этих функций, легко вычисляемые аналогичным способом:
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Из дальнейшего будет ясно, что тригонометрическая последовательность функций является полной на отрезке [a,b].

§ 2. Сходимость в среднем и равномерная сходимость
Определение 1. Говорят, что функциональный ряд 
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 сходится в среднем на отрезке [a,b] с весом p(x) к функции S(x), если для его частичных сумм 
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, n=1, 2, 3,…, выполняется условие
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Замечание. В этом определении ни в коем случае не предполагается, что рассматриваемый ряд сходится (в смысле существования конечного предела частичных сумм) хотя бы в одной точке отрезка [a,b]; если же ряд в какой-нибудь точке сходится, то его сумма не обязана совпадать с S(x). И наоборот, из сходимости функционального ряда во всех точках отрезка [a,b] также не следует его сходимость в среднем. Таким образом, (поточечная) сходимость функционального ряда на отрезке [a,b] и сходимость этого ряда на отрезке [a,b] в среднем – это существенно разные виды сходимости, никак не следующие друг из друга.

Определение 2. Говорят, что функциональный ряд 
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 равномерно сходится на отрезке [a,b] к функции S(x), если для каждого числа ε>0 можно найти такой номер nε, чтобы для всех n>nε и для всех 
[image: image27.wmf][

]

b

a

x

,

Î

 выполнялось неравенство 
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Теорема 1. Если функциональный ряд 
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 равномерно сходится на отрезке [a,b] к функции S(x), то его сумма равна S(x), и ряд сходится к S(x) в среднем (с любым весом p(x)).
Доказательство. То обстоятельство, что сумма ряда в каждой точке 
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 равна S(x), следует просто из сравнения определения предела числовой последовательности (
[image: image31.wmf](

)

(

)

x

S

x

S

n

n

=

¥

®

lim

) с определением равномерной сходимости.

Докажем теперь равенство (1). Пусть M – любое число, удовлетворяющее условию p(x)≤M. Пусть задано произвольное число ε>0. Найдём такой номер nε, чтобы для всех n>nε выполнялось неравенство 
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[image: image33.wmf]0

S

S

lim

=

-

¥

®

n

n

, то есть, сходимость в среднем.

Так как ряд 
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 равномерно сходится на отрезке [a,b], существует такой номер nε, что при всех 
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 и при всех n>nε выполняется неравенство 
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откуда следует нужное неравенство. Теорема доказана.

Подробное изучение равномерно сходящихся рядов в нашу задачу не входит. Отметим лишь без доказательств несколько свойств, которые нам понадобятся.

Свойство I. Если ряд 
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 равномерно сходится на отрезке [a,b], c – любое число, то ряд 
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 тоже равномерно сходится на отрезке [a,b].
Свойство II. Если ряды 
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 равномерно сходится на отрезке [a,b], то ряд 
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 тоже равномерно сходится на отрезке [a,b].
Свойство III. Если ряд 
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 равномерно сходится на отрезке [a,b], а функция g(x) ограничена на отрезке [a,b], то ряд 
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 тоже равномерно сходится на отрезке [a,b].
Теорема 2. Если ряд 
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 равномерно сходится на отрезке [a,b], то его можно почленно интегрировать на любом отрезке 
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§ 3. Коэффициенты Фурье

Предполагаем, что на отрезке [a,b] с весом p(x) задана ортогональная последовательность функций

φ1(x), φ2(x),…, φk(x),…,
(1)

удовлетворяющих условию 
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Определение 1. Коэффициентами Фурье функции f(x) относительно ортогональной последовательности (1) называются числа
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Теорема 1. Если c1, c2,…, ck,… – коэффициенты Фурье функции f(x) относительно ортогональной последовательности (1), то при каждом n≥1 функция
gn(x)=f(x)-c1φ1(x)-c2φ2(x)-…-cnφn(x)

ортогональна каждой из функций φ1(x), φ2(x),…, φn(x).
Доказательство. Докажем, например, ортогональность функций gn(x) и φ1(x):
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Аналогично доказывается ортогональность gn(x) каждой из функций φ2(x),…, φn(x). Теорема доказана.
Эта теорема часто используется для построения ортогональных последовательностей функций.
Теорема 2 (минимальное свойство коэффициентов Фурье). При каждом n≥1 функция
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имеет наименьшее значение тогда и только тогда, когда коэффициенты λ1, λ2,…, λn совпадают с коэффициентами Фурье c1, c2,…, cn функции f(x) относительно ортогональной последовательности (1).
Доказательство. Для удобства рассмотрим квадрат функции gn(λ1,λ2,…,λn). Так как норма неотрицательна, эта функция и её квадрат имеют наименьшее значение в одной и той же точке.
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Так как (φk,φj)=0 при j≠k, то в двойной сумме остаются только члены с j=k.
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Выражение в скобках дополняем до полного квадрата; чтобы ничего не изменилось, добавленный член вычитаем.
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Так как 
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, причём, равенство возможно только при условии λk=ck для всех k=1, 2,…, n, то из последнего выражения следует, что
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(3)

причём, равенство достигается только при условии λk=ck для всех k=1, 2,…, n. Теорема доказана.

Немного продолжим рассуждения. Подставляя в неравенство (3) λ1=c1, λ2=c2,…, λn=cn и заменяя функцию gn её определением, получим равенство
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Следствие 1 (неравенство Бесселя). Если c1, c2,…, ck,… – коэффициенты Фурье функции f(x) относительно ортогональной последовательности (1), то
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(5)

Доказательство. Так как левая часть равенства (4) при любом n≥1 неотрицательна, то правая – тоже. Поэтому для всех n≥1 выполняется неравенство
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Из этого неравенства следует, что частичные суммы ряда 
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 с неотрицательными членами ограничены, поэтому этот ряд сходится. Переходя к пределу при n→∞, получим требуемое неравенство (5).
Следствие 2. Если c1, c2,…, ck,… – коэффициенты Фурье функции f(x) относительно ортогональной последовательности (1), то 
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Доказательство следует из необходимого условия сходимости числовых рядов.
Определение 2. Ортогональная последовательность функций (1) называется замкнутой, если для каждой (кусочно непрерывной) функции f(x) выполняется равенство Парсеваля
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(6)

где c1, c2,…, ck,… – коэффициенты Фурье функции f(x) относительно ортогональной последовательности (1).
Теорема 3. Если ортогональная последовательность (1) замкнута, c1, c2, c3,… и d1, d2, d3,… - коэффициенты Фурье функций f(x) и g(x) соответственно, то
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Доказательство. Применим равенство Парсеваля к функциям f(x)+g(x) и f(x)-g(x):
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Учитывая, что
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после преобразований получим
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Вычитая из первого равенства второе и деля на 4, получим равенство (7), что и требовалось доказать.

Утверждение. Если ортогональная последовательность (1) замкнута, то она является полной.
Доказательство. Если функция f(x) ортогональна всем функциям последовательности (1), то все её коэффициенты Фурье равны 0. Но тогда из равенства Парсеваля (6) следует, что 
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, откуда, как отмечалось выше, следует, что f(x)=0 во всех точках рассматриваемого отрезка кроме, может быть, конечного числа точек разрыва.
Замечание. Обратное утверждение неверно, если ограничиваться непрерывными или кусочно непрерывными функциями и использовать интеграл Римана. Причина состоит в том, что евклидово пространство непрерывных или кусочно непрерывных функций с определённым в § 1 скалярным произведением имеет "дыры", аналогичные "дырам" в множестве рациональных чисел: существуют последовательности, которые "должны" сходиться, но соответствующие пределы в рассматриваемом пространстве не существуют (например, можно найти последовательность рациональных чисел, предел которой равен иррациональному числу π: 3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159, 3.141592, 3.1415926, 3.14159265,…). В обоих случаях проблема решается одинаково: к рассматриваемому пространству добавляются новые элементы, которые "затыкают" имеющиеся "дыры" (например, к множеству рациональных чисел добавляются число π и другие иррациональные действительные числа; множество всех действительных чисел уже никаких "дыр" не имеет). В случае пространства функций добавляемые элементы могут быть функциями весьма сложной природы, для которых обычный интеграл Римана не существует. Поэтому возникает необходимость в более общем интеграле – интеграле Лебега.
Роль этих "дыр" можно пояснить следующим образом. Выше мы видели, что из замкнутости ортогональной последовательности (1) следует её полнота. Чтобы доказать, что из полноты следует замкнутость, можно попытаться доказать, что из незамкнутости следует неполнота, то есть, "от противного".
Итак, предполагаем, что ортогональная последовательность (1) не является замкнутой. Это означает, что существует (в нашем случае – непрерывная или кусочно непрерывная) функция f(x), для которой равенство Парсеваля (6) не выполняется, и, следовательно, в силу неравенства Бесселя (5),
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где ck, k=1, 2, 3,…, - коэффициенты Фурье функции f(x) относительно ортогональной последовательности (1).

Ряд 
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 "должен" сходиться на [a,b] в среднем, поэтому можно определить "функцию" 
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. Эта "функция", как легко проверить, ортогональна всем функциям последовательности (1) и, кроме того,
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так что функция φ(x) ненулевая, и последовательность (1) неполна.
Проблема лишь в том, что эта "функция" не обязана быть ни непрерывной, ни кусочно непрерывной, ни даже интегрируемой в смысле Римана. По этой причине, в частности, и возникает необходимость использования более широкого класса функций, чем рассматриваемые нами кусочно непрерывные, и более общего понятия интеграла, чем интеграл Римана.
§ 4. Ряды по ортогональным последовательностям функций

Как и ранее, будем предполагать, что на отрезке [a,b] с весом p(x) задана ортогональная последовательность функций

φ1(x), φ2(x),…, φk(x),…,
(1)

и что 
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 для всех k=1, 2, 3,….
Напомним, что коэффициенты Фурье функции f(x) относительно ортогональной последовательности функций (1) определяются формулами
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(2)

Определение 1. Рядом Фурье функции f(x) по ортогональной последовательности (1) называется ряд
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(3)

где ck, k=1, 2, 3,…, - коэффициенты Фурье функции f(x) относительно ортогональной последовательности (1).
Замечание. Ряд Фурье функции f(x) не обязан сходиться на отрезке [a,b], а если он в какой-нибудь точке сходится, то его сумма не обязана совпадать с функцией f(x). Если же ряд 
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 сходится на отрезке [a,b], то он не обязан быть рядом Фурье своей суммы или какой-нибудь другой функции.
Теорема 1. Если ряд 
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 равномерно сходится на отрезке [a,b] к функции S(x), то этот ряд является рядом Фурье функции S(x) по ортогональной последовательности (1).
Доказательство. Умножим обе части равенства
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на φn(x)p(x), n =1, 2, 3,…; получим равенство
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По свойству II и теореме 2 (§ 3) ряд в левой части этого равенства можно почленно интегрировать; интегрируя обе части этого равенства, получим
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Так как последовательность (1) – ортогональная, то в левой части равенства только одно слагаемое отлично от 0 – при k=n:
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то есть, коэффициенты заданного ряда совпадают с коэффициентами Фурье функции S(x) относительно ортогональной последовательности (1) и, следовательно, заданный ряд является рядом Фурье функции S(x) по ортогональной последовательности (1). Теорема доказана.
Теорема 2. Ряд Фурье функции f(x) по ортогональной последовательности (1) сходится к функции f(x) в среднем на отрезке [a,b] тогда и только тогда, когда для этой функции выполняется равенство Парсеваля.
Доказательство. Необходимость. Предположим, что ряд Фурье 
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 функции f(x) сходится к ней в среднем на отрезке [a,b]. Обозначая 
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, n=1, 2, 3,…, частичные суммы ряда Фурье, получим из определения сходимости в среднем равенство 
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[image: image92.wmf]0

S

f

lim

2

=

-

¥

®

n

n

. Используя равенство (4) (§ 3), получим 
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,
что совпадает с равенством Парсеваля.

Достаточность. Предположим, что для функции f(x) выполняется равенство Парсеваля (6) (§ 3). Тогда
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откуда следует, что 
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. Используя равенство (4) (§ 3), получим равенство 
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, которое равносильно равенству 
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, то есть, сходимости ряда Фурье к функции f(x) в среднем.
Следствие. Если ортогональная последовательность (1) замкнута, то для каждой (кусочно непрерывной) функции f(x) на отрезке [a,b] её ряд Фурье по последовательности (1) сходится к ней в среднем.
§ 5. Тригонометрические ряды Фурье

В приложениях рассмотренной теории используется множество различных ортогональных последовательностей функций. Мы рассмотрим одну из важнейших таких последовательностей – тригонометрическую последовательность
)
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Её ортогональность с весом p(x)=1 мы проверили в § 1. Ряд Фурье по этой последовательности традиционно записывается в виде
)
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коэффициенты которого – в соответствии с изложенной теорией – вычисляются по формулам
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Замечание 1. Если тригонометрический ряд (1) сходится, то его сумма является периодической функцией с периодом T=b-a (возможно, этот период не является наименьшим). Кроме того, формулы (1), (2) и (3) заметно упрощаются, если длина отрезка [a,b] равна 2π. По этой причине обычно предполагают, что функция f(x) – периодическая с периодом 2π, а в качестве отрезка [a,b] берут отрезок [0;2π] или [-π,π] (формулы для этого случая можно найти в следующем примере).
Пример. Разложим в ряд Фурье периодическую функцию с периодом 2π, определённую следующим образом:
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 Здесь 
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График этой функции показан на рисунке 1
).
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Рисунок 1.

Полагая в формулах (2) и (3) a=0, b=2π, получим
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а при k≥1 –
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Подставляя найденные коэффициенты в ряд (1), получим
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Из сформулированной далее теоремы 2 следует, что это равенство выполняется при всех значениях x. Например, подставляя x=0 и учитывая, что 
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 (0<α<2π)
(этот результат можно получить и непосредственным разложением в ряд Фурье функции 
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 на отрезке [0;2π]).

Графики функции f(x) и четырёх первых частичных сумм её ряда Фурье на отрезке [0;2π] показаны на рисунке 2.
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Рисунок 2.

Замечание 2. Функция Ccos(ωx-φ) часто называется гармоническим колебанием, или гармоникой. Параметр C называется амплитудой, ω – циклической частотой, а φ – начальной фазой гармоники. Продолжительность одного полного колебания 
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 называется периодом, а величина 
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, равная числу полных колебаний в единицу времени, – частотой гармоники.
Используя тригонометрические формулы, тригонометрический ряд (1) легко привести к виду
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где (при k≥1) имеем 
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, а φk определяется из условий 
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 при ck≠0 (при ck=0 начальная фаза может быть произвольной). Таким образом, произвольная периодическая функция, удовлетворяющая сформулированным в теореме 2 условиям, представляется суммой, вообще говоря, бесконечного числа гармоник, циклические частоты которых являются целыми кратными ω1 – циклической частоты так называемой основной гармоники (в музыкальной теории основная гармоника называется тоном, а остальные гармоники с кратными частотами – обертонами).
Набор циклических частот гармоник с ненулевыми амплитудами называется спектром периодической функции.
Теорема 1. Тригонометрическая последовательность функций является замкнутой , то есть, для неё выполняется равенство Парсеваля и, следовательно, формула (7) (§ 3): если
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(5)

Без доказательства.

Следствие 1. Тригонометрическая последовательность функций является полной.
Применяя к сходящемуся числовому ряду (4) необходимое условие сходимости, получаем следующее свойство.
Следствие 2. Для любой (кусочно непрерывной) функции f(x) на отрезке [a,b] выполняются равенства
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Для удобства далее мы будем использовать часто применяемые обозначения для односторонних пределов функции:
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 – предел в точке x0 справа.

Поскольку мы предполагаем все рассматриваемые функции кусочно непрерывными, эти пределы существуют и конечны в каждой точке интервала (a,b). Кроме того, f(a+0) и f(b-0) тоже существуют и конечны.
Теорема 2. Пусть функция f(x) кусочно непрерывна и имеет
) кусочно непрерывную производную на отрезке [a,b]. Тогда тригонометрический ряд Фурье (1) функции f(x) сходится на отрезке [a,b] (и на всей числовой прямой). При этом сумма ряда (1) равна f(x) в каждой точке 
[image: image133.wmf](

)

b

a

x

,

Î

, в которой функция f(x) непрерывна. В точке разрыва 
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 сумма ряда (1) равна 
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. Наконец, на концах отрезка (в точках a и b) сумма ряда (1) равна 
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Без доказательства.

Более общие условия сходимости тригонометрических рядов Фурье можно найти в соответствующей литературе.

Замечание 3. Как уже отмечалось, сумма тригонометрического ряда является периодической функцией с периодом T=b-a. Поэтому в условиях теоремы 2 сумму ряда Фурье (1) можно считать периодическим продолжением функции f(x) на всю числовую ось (с некоторыми поправками в точках разрыва и на концах отрезка [a,b]).

Теорема 3. Пусть для точки 
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) существует такое число ε>0, что для всех 
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, удовлетворяющих условию 
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, выполняется равенство f(x)=g(x). Если тригонометрический ряд Фурье одной из функций f(x) или g(x) сходится в точке x0, то тригонометрический ряд другой функции тоже сходится в точке x0, и суммы обоих рядов в этой точке совпадают.
Без доказательства.

Замечание 4. Теорема 3 часто называется теоремой о равносходимости, или принципом локализации. Она означает, что сумма тригонометрического ряда Фурье в некоторой точке зависит от поведения функции только в сколь угодно малой окрестности этой точки.

§ 6. Тригонометрические ряды Фурье для чётных и нечётных функций

Рассмотрим тригонометрическую последовательность функций на симметричном отрезке [-l,l]. Подставляя a=-l и b=l, получим
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(1)

Ряд Фурье по этой последовательности имеет вид
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(2)

а коэффициенты этого ряда вычисляются по формулам
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(4)

Далее нам понадобятся следующие простые факты:
1) произведение двух чётных или двух нечётных функций является чётной функцией
);
2) произведение чётной функции на нечётную является нечётной функцией;
3) если функция f(x) чётная, то 
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4) если функция f(x) нечётная, то 
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I. Пусть функция f(x) является чётной. Тогда в силу сделанных замечаний для всех целых k≥0 функция 
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 будет чётной, поэтому формула (3) преобразуется к виду
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А функция 
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 при всех целых k≥1 будет нечётной, поэтому bk=0 при k=1, 2, 3,…. Таким образом, ряд Фурье (2) будет содержать только косинусы и примет вид
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(6)

II. Пусть функция f(x) является нечётной. Тогда аналогичные рассуждения показывают, что ak=0 при k=0, 1, 2, 3,…, и что
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поэтому ряд Фурье (2) содержит только синусы и имеет вид
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Замечание 1. Из сказанного следует, что функцию f(x), заданную на отрезке [0,l], можно разложить в тригонометрический ряд Фурье по меньшей мере тремя способами:

1) в общий ряд Фурье по формулам (1), (2), (3) (§ 5);
2) в ряд Фурье по косинусам, используя формулы (5) и (6) (как чётную);
3) в ряд Фурье по синусам, используя формулы (7) и (8) (как нечётную).

Замечание 2. Кроме того, из этих рассуждений следует, что тригонометрическая последовательность (1) при переходе к "половинному" отрезку [0,l] распадается на две ортогональные последовательности
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каждая из которых является замкнутой и, следовательно, полной.

§ 7. Тригонометрический ряд Фурье в комплексной форме

Далее символ i будет обозначать мнимую единицу, которая, как известно, удовлетворяет соотношению i2=-1.
Будем исходить из формул (1), (2), (3), приведённых в § 5.
В теории функций комплексной переменной известны формулы Эйлера, выражающие показательную функцию через тригонометрические и наоборот:

eiφ=cosφ+isinφ, e-iφ=cosφ-isinφ,
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Используя эти соотношения, преобразуем члены ряда (1) (§ 5) следующим образом (k=1, 2, 3,…):
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Обозначим 
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 при k=1, 2, 3,…; тогда наш ряд принимает вид
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Заменим во втором ряде в последнем выражении параметр суммирования k на -k. Тогда в этом выражении параметр k будет принимать все целые значения (0 – в первом слагаемом, все положительные – в первом ряде, все отрицательные – во втором ряде). Поэтому результат можно записать в виде
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Выведем формулы для вычисления коэффициентов этого ряда. При k=1, 2, 3,… из определения ck получаем
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Аналогично для c-k получается
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заменяя в последнем выражении k на -k, получим точно такое же выражение, как и в предыдущем случае.
Наконец, легко убедиться, подставив k=0, что эта же формула справедлива и для 
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. Таким образом, для всех коэффициентов ряда (1) получаем одну и ту же формулу
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Замечание 1. Здесь появляются комплексные функции. Хотелось бы иметь для них теорию, аналогичную изложенной выше. Однако определение скалярного произведения функций, данное в § 1, для комплексных функций оказывается неудачным, так как не выполняется совершенно необходимое неравенство (f,f)≥0. Более того, оказывается невозможным определить скалярное произведение комплексных функций так, чтобы сохранялись все свойства, которыми обладает скалярное произведение геометрических векторов. Такая же проблема возникает и в случае, когда мы хотим использовать комплексные векторы. Оказывается, что модификация определения скалярного произведения, позволяющая перенести всю теорию евклидовых пространств на случай комплексных векторов, вполне возможна. Не вдаваясь в подробности, которые можно найти в литературе, отметим только, что скалярное произведение комплексных функций можно определить либо формулой 
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, где черта над функцией означает комплексное сопряжение, либо аналогичной формулой 
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 (вес p(x) определён в § 1). Заметим, что оба определения для действительных функций совпадают с определением, данным в § 1.
Легко вычислить, что при таком определении скалярного произведения 
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 при всех k=0, ±1, ±2, ±3,…, и что показательные функции действительно образуют ортогональную последовательность (определение коэффициентов Фурье формулой (2) в § 3 соответствует первому из приведённых здесь вариантов определения скалярного произведения комплексных функций).
Замечание 2. Вывод ряда (1) содержит в действительности одну проблему: переход от ряда 
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 может привести к расходящимся рядам. Поэтому ряд (1) может расходиться, даже если исходный тригонометрический ряд сходится. Что касается сходимости в среднем, то она сохраняется, так как выполняется равенство Парсеваля, которое в данном случае имеет вид
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(читателю предлагается проверить это равенство самостоятельно, используя равенство (4) (§ 5) и определения коэффициентов ck, k=0, ±1, ±2, ±3,…).

§ 8. Интегральная формула Фурье

Предположим, что функция f(x) на каждом отрезке [a,b] удовлетворяет условиям теоремы 2 (§ 5), то есть, она на каждом отрезке кусочно непрерывна и имеет кусочно непрерывную производную. Кроме того, предположим, что несобственный интеграл 
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Пусть x – любая точка на числовой оси; выберем любое число l, удовлетворяющее условию 
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. Рассмотрим тригонометрический ряд Фурье функции f(x) в комплексной форме на симметричном промежутке [-l,l] (§ 7, формулы (1) и (2)):
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где
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(переменная интегрирования обозначена символом t вместо x, чтобы не путать её с заданной точкой x).
Согласно упомянутой теореме 2 (§ 5), сумма ряда (1) есть
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(3)

Подставляя выражения (2) в ряд (1), получим
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Обозначим
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Тогда последнее выражение для S(x) можно записать в виде
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Это выражение напоминает "интегральную сумму" для несобственного интеграла 
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Заметим, что 
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 сходится, отсюда следует, что несобственный интеграл 
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Следовательно, существует


[image: image190.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ò

ò

+¥

¥

-

-

-

-

+¥

®

+¥

®

=

=

=

dt

e

t

dt

e

t

x

x

t

x

i

l

l

t

x

i

l

l

l

w

w

w

w

f

f

lim

,

Φ

lim

,

Φ

.
Кроме того, в "интегральной сумме" 
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 при l→+∞. Наконец, можно заметить, что "интегральная сумма" (4) не зависит от l, лишь бы выполнялось условие 
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. Всё это позволяет надеяться, что в равенстве (4) можно перейти к пределу при l→+∞, и что при этом "интегральная сумма" стремится к 
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Можно доказать, что это действительно так, и что получается равенство
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где S(x) определяется формулой (3).
В частности, если функция f(x) непрерывна в рассматриваемой точке x, то можно написать
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При этом необходимо помнить, что в точках разрыва значение интеграла равно 
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Формула (5) и называется интегральной формулой Фурье.
Преобразуем правую часть формулы (5), используя формулу Эйлера eiω(x-t)=cosω(x-t)+isin ω(x-t):
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Подынтегральная функция во втором интеграле является нечётной по ω, поэтому интеграл (по ω) по симметричному промежутку (-∞,+∞) равен 0; что касается первого интеграла, то его подынтегральная функция – чётная, поэтому можно интегрировать только по половине этого промежутка, но результат удвоить. Поэтому получаем интегральную формулу Фурье в следующем виде:
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Как и в случае формулы (5), необходимо помнить, что это равенство выполняется только в точках непрерывности функции f(x), а в точках разрыва правая часть формулы (6) равна 
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Замечание. Отмеченная в замечании 2 (§ 7) проблема со сходимостью ряда (1) проявляется и в формуле (5): так как ряд (1) при наших предположениях будет гарантированно сходящимся только в случае, если его понимать как 
[image: image201.wmf]å

¥

=

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

1

0

k

l

kx

i

k

l

kx

i

k

e

c

e

c

c

p

p

, то и в формуле (5) внешний несобственный интеграл (по ω) при обычном определении несобственного интеграла (
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) может оказаться расходящимся, и его следует понимать как главное значение в смысле Коши: 
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. Заметим, что обозначение "v.p." главного значения в смысле Коши в интегральной формуле Фурье обычно не пишется.
С формулой (6) аналогичной проблемы не возникает. Эту формулу можно получить похожими рассуждениями прямо из ряда (2) (§ 6).
§ 9. Интегральное преобразование Фурье
Как и в предыдущем параграфе, будем предполагать, что рассматриваемая функция f(x) на каждом конечном отрезке кусочно непрерывна и имеет кусочно непрерывную производную, и что несобственный интеграл 
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 сходится. Тогда в каждой точке x, в которой эта функция непрерывна, справедливы формулы (5) и (6), полученные в § 8.
Перепишем формулу (5) (§ 8) следующим образом:
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(1)

Спектральной плотностью функции f(x) называется функция
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Формула (1) при этом приобретает вид
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(3)

аналогичный ряду Фурье в комплексной форме (1) (§ 7).

Желание получить более симметричную пару формул приводит к следующим определениям.
Преобразованием Фурье функции f(x) называется функция
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Обратным преобразованием Фурье функции F(ω) называется функция
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Замечание 1. В разной литературе преобразование Фурье и соответствующее ему обратное преобразование определяются по-разному. Наиболее часто отличие состоит в том, что в преобразовании Фурье подынтегральное выражение содержит eiωx, а в обратном преобразовании – e-iωx. Другое иногда встречающееся отличие состоит в том, что в преобразовании Фурье числовой коэффициент перед интегралом берётся равным 1, а в обратном преобразовании – 
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 соответственно.
Замечание 2. Отмеченная в § 8 проблема со сходимостью внешнего интеграла в интегральной формуле Фурье (1), естественно, переносится и на формулы (3) и (5), в которых несобственный интеграл также следует понимать как главное значение в смысле Коши.
Рассмотрим теперь формулу (6) (§ 8). Пользуясь тригонометрической формулой

cosω(x-t)=cosωxcosωt-sinωxsinωt,
получим

[image: image211.wmf](

)

(

)

(

)

ò

ò

ò

+¥

+¥

¥

-

+¥

¥

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

0

sin

f

sin

cos

f

cos

1

f

w

w

w

w

w

p

d

tdt

t

x

tdt

t

x

x

.
Если, по аналогии с формулами (2) и (3), обозначим
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(6)

то получим равенство
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аналогичное тригонометрическому ряду Фурье (1) (§ 5).
Рассмотрим частные случаи формул (6) и (7).

I. Пусть функция f(x) является чётной. Тогда в первой из формул (6) подынтегральная функция является чётной, а во второй – нечётной. Поэтому b(ω)=0 при всех ω, а
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В формуле (7) при этом остаётся только первое слагаемое:
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II. Пусть функция f(x) является нечётной. Тогда в первой из формул (6) подынтегральная функция является нечётной, а во второй – чётной. Поэтому a(ω)=0 при всех ω, а
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В формуле (7) при этом остаётся только второе слагаемое:
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Заметим, что в формулах (8) и (10) достаточно, чтобы функция f(x) была определена только на промежутке [0,+∞). 
Поэтому далее мы предполагаем, что функция f(x) определена на промежутке [0,+∞).
Желание сделать эти формулы более симметричными, приводит к следующим определениям.
Косинус-преобразованием Фурье функции f(x) называется функция
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Обратным косинус-преобразованием Фурье функции Fc(ω) называется функция
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Синус-преобразованием Фурье функции f(x) называется функция
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Обратным синус-преобразованием Фурье функции Fs(ω) называется функция


[image: image221.wmf](

)

(

)

ò

+¥

=

0

sin

F

2

f

w

w

w

p

xd

x

s

.
(15)

Пары формул (12), (13) и (14), (15) совершенно симметричны: прямое и обратное преобразования отличаются только обозначениями функций и переменных.
Замечание 3. Легко проверяются следующие утверждения:

если функция f(x) чётная, то Fc(ω)=F(ω);

если функция f(x) нечётная, то Fs(ω)=iF(ω).
Замечание 4. Напомним, что мы всё время предполагали, что функция f(x) непрерывна в рассматриваемой точке. Таким образом, равенства (9) и (13) выполняются во всех точках непрерывности функции f(x) при x≥0, а равенства (11) и (15) – при x>0 (при x=0 формулы (11) и (15) всегда дают 0). В точках разрыва при x>0 все формулы (9), (11), (13), (15) дают 
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 (в точке x=0 формулы (9) и (13) всегда дают f(x+0)).
Кроме того, формулы (9) и (13) дают чётное, а формулы (11) и (15) – нечётное продолжение функции f(x) с промежутка [0,+∞) на всю числовую ось (с указанными выше поправками в точках разрыва и в точке x=0).

§ 10. Многочлены Чебышёва
Рассмотрим функции

Tn(x)=cos(narccosx), -1≤x≤1, n=0, 1, 2, 3,….

(1)
В частности, T0(x)=1, T1(x)=x.
Если обозначить θ=arccosx, 0≤θ≤π, то x=cosθ и
Tn(cosθ)=cosnθ.
Используя (при n≥1) известную тригонометрическую фор​мулу для преобразования суммы косинусов в произведение, получим cos(n+1)θ+cos(n-1)θ=2cosθcosnθ, откуда

cos(n+1)θ =2cosθcosnθ-cos(n-1)θ.

Возвращаясь к переменной x и к обозначению Tn(x), получим
Tn+1(x)=2xTn(x)-Tn-1(x), n=2, 3, 4,….

(2)
Поскольку T0(x)=1 и T1(x)=x являются многочленами, то из формулы (2) следует, что многочленами являются и все функции Tn(x), n>1, причём, T2(x)=2x2-1, T3(x)=4x3-3x, T4(x)=8x4-8x2+1,….
Многочлены Tn(x), n=0, 1, 2, 3,…, называются многочленами Чебышёва первого рода.
Из свойств многочленов Чебышёва Tn(x) отметим следующие.

I. При всех n≥0 и -1≤x≤1 выполняется неравенство
-1≤Tn(x) ≤1.
Доказательство следует непосредственно из определения (1).

II. Последовательность многочленов Чебышёва является ортогональной на отрезке [-1;1] с весом 
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Доказательство. Пусть 0≤m<n. Тогда
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Сделаем замену переменной: θ=arccosx, 0≤θ≤π; тогда x=cosθ, dx=-sinθdθ, 
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что и требовалось доказать.
III. 
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Доказательство. Вычислим норму Tn(x) при n>0. Сделав такую же замену переменной, как и в предыдущем случае, получим


[image: image230.wmf](

)

(

)

(

)

=

+

=

=

-

=

ò

ò

ò

-

p

p

0

0

2

1

1

2

2

2

2

cos

1

2

1

cos

1

T

T

dx

nx

nxdx

dx

x

x

n

n



[image: image231.wmf]2

2

2

sin

2

1

0

p

p

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

n

nx

x

.
Аналогично вычисляется норма T0(x).

Другие свойства многочленов Чебышёва первого рода можно найти в специальной литературе.

Ряд Фурье по многочленам Чебышёва функции f(x), заданной на отрезке [-1;1], можно записать в виде
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где
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Уже использовавшаяся дважды замена переменной θ=arccosx, x=cosθ, приводит формулы (3) и (4) к виду
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(5)

где
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(6)

Сравнивая формулы (5) и (6) с формулами (6) и (5) (§ 6), видим, что разложение функции f(x) в ряд Фурье по многочленам Чебышёва равносильно разложению чётной функции f(cosθ) в тригонометрический ряд Фурье по косинусам. Поэтому условия сходимости ряда (3) (из многочленов) такие же, как и условия сходимости тригонометрического ряда (6) (§ 6): если функция f(x) кусочно непрерывна на [-1;1] и имеет на [‑1;1] кусочно непрерывную производную, то сумма ряда (3) равна f(x) во всех точках отрезка [-1;1], в которых функция f(x) непрерывна; в точке разрыва 
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 сумма ряда равна 
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 (в точке x=-1 сумма ряда равна f(-1+0), а в точке x=1 она равна f(1‑0)).
Замечание 1. Разложение функции в степенной ряд также даёт представление функции рядом из многочленов, но условия сходимости степенного ряда по сравнению с рядом по многочленам Чебышёва весьма ограничительные: функция должна иметь непрерывные производные всех порядков на всём отрезке, причём, этого ещё может оказаться недостаточным.
Замечание 2. Если функция f(x) задана на произвольном отрезке [a,b], то её можно преобразовать в функцию, заданную на отрезке [-1;1], с помощью линейной замены переменной:
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Замечание 3. Рассмотрим следующие функции, определяемые формулой
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 (8)

(заметим, кстати, что 
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Если, как и выше, обозначить θ=arccosx, 0≤θ≤π, то при всех n≥0 и 0<θ<π получим
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Точно так же, как для многочленов Чебышёва первого рода, проверяется, что U0(x)=1, U1(x)=2x, и что выполняется соотношение
Un+1(x)=2xUn(x)-Un-1(x), n=1, 2, 3,….
(9)
Отсюда следует, что функции Un(x) при всех n≥0 являются многочленами; в частности, U2(x)=4x2-1, U3(x)=8x3‑4x, U4(x)=16x4-12x2+1,…. Эти многочлены называются многочленами Чебышёва второго рода.
Многочлены Чебышёва второго рода ортогональны на отрезке [-1;1] с весом 
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. Проверку ортогональности, а также вычисление норм и запись формул для разложения функций в ряд по этим многочленам предоставим читателю.
§ 11. Примеры рядов и преобразований Фурье
Рассмотрим функцию
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График этой функции показан на рисунке 3.

[image: image245]
Рисунок 3.

I. Разложим функцию f(x) на отрезке [0;3] в общий ряд Фурье по формулам (1), (2), (3) (§ 5).
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Далее предполагаем, что k≥1.
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Применяем формулу интегрирования по частям:
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В первом интеграле берём u=1-x, 
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. Для второго интеграла u=x-2, du=dx, а dv и v – те же.


[image: image254.wmf](

)

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

ò

1

0

1

0

3

2

sin

2

3

3

2

sin

1

2

3

3

2

dx

kx

k

kx

x

k

p

p

p

p



[image: image255.wmf](

)

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

+

ò

2

1

2

1

3

2

sin

2

3

3

2

sin

2

2

3

3

2

dx

kx

k

kx

x

k

p

p

p

p



[image: image256.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

-

=

2

1

1

0

3

2

cos

2

3

3

2

sin

3

2

cos

2

3

1

kx

k

k

kx

k

k

p

p

p

p

p

p



[image: image257.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

3

2

cos

3

4

cos

3

3

2

sin

2

3

2

cos

1

3

2

1

2

2

k

k

k

k

k

k

p

p

p

p

p

p


Упрощаем выражение в скобках, пользуясь тригонометрическими формулами.
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Для вычисления коэффициентов bk поступаем так же; отличие состоит только в том, что в формуле интегрирования по частям 
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Подставляя найденные значения коэффициентов в ряд (1) (§ 5), получим

[image: image268.wmf](

)

å

¥

=

ç

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

1

2

2

3

2

cos

3

sin

3

3

cos

2

3

sin

1

~

f

k

kx

k

k

k

k

k

x

p

p

p

p

p

p



[image: image269.wmf]=

÷

÷

ø

ö

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

3

2

sin

3

2

sin

3

sin

2

kx

k

k

k

p

p

p

p



[image: image270.wmf](

)

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

=

3

2

sin

4

3

3

2

3

3

2

cos

4

3

2

9

2

2

x

x

p

p

p

p

p

p



[image: image271.wmf](

)

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

-

+

3

4

sin

16

3

3

4

3

3

4

cos

16

3

4

9

2

2

x

x

p

p

p

p

p

p



[image: image272.wmf](

)

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

+

3

8

sin

64

3

3

8

3

3

8

cos

64

3

8

9

2

2

x

x

p

p

p

p

p

p



[image: image273.wmf](

)

...

3

10

sin

100

3

3

10

3

3

10

cos

100

3

10

9

2

2

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

-

+

x

x

p

p

p

p

p

p

.

Из теоремы 2 (§ 5) следует, что сумма полученного ряда Фурье равна f(x) во всех точках отрезка [0;3], за исключением точек 0, 1 и 3. При этом в точке x=1, где функция имеет разрыв, сумма ряда равна 
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, а в точках x=0 и x=3 она равна 
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. Кроме того, сумма ряда является периодической функцией с периодом T =3. График суммы ряда показан на рисунке 4.
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Рисунок 4.

На рисунке 5 показаны графики заданной функции и первых четырёх частичных сумм полученного ряда на отрезке [0;3].
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Рисунок 5.
II. Разложим функцию f(x) на отрезке [0;3] в ряд Фурье по косинусам, используя формулы (5), (6) (§ 6). Вычисления, аналогичные выполненным в предыдущем случае, дают
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Подставляя найденные коэффициенты в ряд (6) (§ 6), получаем
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Сумма ряда совпадает с заданной функцией на всём отрезке [0;3], за исключением точки x=1, в которой сумма ряда равна 
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. Сумма ряда является чётной функцией и имеет период T=6. Её график показан на рисунке 6.


[image: image285]
Рисунок 6.
На рисунке 7 показаны графики функции f(x) и первых четырёх частичных сумм полученного ряда на отрезке [0;3].
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Рисунок 7.

III. Разложим функцию f(x) на отрезке [0;3] в ряд Фурье по синусам, используя формулы (7), (8) (§ 6). Вычисления, аналогичные выполненным в пункте I, дают при k≥1
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Подставляя эти коэффициенты в ряд (8) (§ 6), получим
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Сумма ряда совпадает с заданной функцией во всех точках отрезка [0;3], за исключением точек 0 и 1. В точке x=0 сумма ряда равна 0, а в точке x=1 эта сумма равна 
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. Сумма ряда является нечётной функцией и имеет период T=6. График этой суммы показан на рисунке 8.
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Рисунок 8.

На рисунке 9 показаны графики заданной функции и первых четырёх частичных сумм полученного ряда Фурье на отрезке [0;3].

[image: image293.png]



Рисунок 9.

IV. Найдём преобразование Фурье функции f(x).
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Как и в пункте I, применяем формулу интегрирования по частям. При этом в первом интеграле берём u=1-x, du=-dx, 
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; во вто​ром интеграле u=x-2, du=dx, а dv и v – те же самые.
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Если воспользоваться формулами Эйлера, то результат можно преобразовать к виду


[image: image303.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

p

w

w

w

w

p

w

w

w

w

w

w

2

sin

2

cos

1

2

cos

1

cos

2

sin

F

2

2

-

-

+

-

-

=

i

.
Обратное преобразование Фурье будет иметь вид
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Согласно сказанному выше, это равенство будет выполняться на всей числовой оси, за исключением точек разрыва 0 и 1. В точке x=0 обратное преобразование Фурье равно 
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, а в точке x=1 оно равно 
[image: image306.wmf](

)

(

)

2

1

2

1

0

2

0

1

f

0

1

f

-

=

-

=

+

+

-

. График обратного преобразования Фурье показан на рисунке 10.

[image: image307]
Рисунок 10.

V. Косинус-преобразование Фурье вычисляется практически так же, как коэффициенты ak, k≥1, в пункте I. В результате получаем
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Обратное косинус-преобразование Фурье записывается в виде
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Как утверждалось ранее, это равенство выполняется при всех x≥0, кроме x=1, а при x=1 обратное косинус-преобразование Фурье равно 
[image: image312.wmf](

)

(

)

2

1

2

1

0

2

0

1

f

0

1

f

-

=

-

=

+

+

-

. Кроме того, обратное косинус-преобразование Фурье является чётной функцией. Его график показан на рисунке 11.
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Рисунок 11.

VI. Синус-преобразование Фурье вычисляется аналогично вычислению коэффициентов bk, k≥1, в пункте I. В результате получаем
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Обратное синус-преобразование Фурье записывается в виде
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Последнее равенство выполняется при всех x>0, кроме точки x=1; при x=1 обратное синус-преобразование равно 
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, а при x=0 оно равно 0. Обратное синус-преобразование Фурье является нечётной функцией. Его график показан на рисунке 12.
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Рисунок 12.

VII. Разложим функцию f(x) на отрезке [0;3] в ряд по многочленам Чебышёва. Первоначально нужно заменой переменной преобразовать отрезок [0;3] в отрезок [-1;1]. Для этого, как рекомендовалось в конце § 10, подставляем 
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Далее делаем замену переменной t=cosθ, 0≤θ≤π, и получаем функцию
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Разлагаем эту функцию в тригонометрический ряд Фурье по косинусам на отрезке [-π,π], используя формулы (6) и (5) § 10. Для краткости обозначим 
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Раскрываем внутренние скобки и используем тригонометрическую формулу 
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Коэффициенты a0 и a1 вычислены отдельно, так как следующее вычисление коэффициента ak годится только при k>1 (при k=0 и при k=1 возникает деление на 0).
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Раскрываем внутренние скобки и используем тригонометрическую формулу 
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Далее для упрощения преобразований дроби с одинаковыми знаменателями объединены.
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 EMBED Equation.3  [image: image355.wmf](
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Приводим подобные члены и используем следующие тригонометрические формулы:
sin(k±1)π= sinkπ=0,

sink(π-α)=-(-1)ksinkα,

sin(k±1)(π-α)=(-1)ksin(k±1)α.
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Дроби в скобках приводим к общему знаменателю, сумму и разность синусов преобразуем в произведения тригонометрических функций.
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Подставляем 
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Значения 
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, k≥2, легко вычисляются с помощью соотношений (2) и (9) (§ 10). Подставляя эти значения в полученное выражение, найдём, например, что 
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Возвращаясь к переменной x и функции f(x) с помощью замены переменной 
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(учитывая, что 
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Графики функции f(x) и четырёх первых частичных сумм полученного ряда (не считая частичной суммы, состоящей из одного постоянного слагаемого 
[image: image377.wmf]2
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), показаны на рисунке 13.
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Рисунок 13.

Сумма полученного ряда равна f(x) во всех точках отрезка [0;3], за исключением точки x=1, в которой сумма ряда равна, как и в предыдущих случаях, 
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. График суммы ряда на отрезке [0;3] показан на рисунке 14.
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Рисунок 14.

§ 12. Решение некоторых уравнений с частными производными
Рассмотрим применение рядов Фурье к решению дифференциальных уравнений следующих видов:
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(2)

Здесь предполагается, что a≤x≤b, t≥0; A0(t), A1(t), A2(t), B0(x), B1(x) и B2(x) – заданные непрерывные функции, B2(x)>0 на рассматриваемом промежутке [a,b]; в уравнении (1) A2(t)>0 при всех t>0; в уравнении (2) A1(t)>0 при всех t>0; u=u(x,t) – искомая функция.
К уравнениям типа (1) приводят задачи о малых колебаниях струны или стержня; в простейшем случае такое уравнение имеет вид
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(параметр c является скоростью распространения колебаний, а функция u – величина отклонения струны или стержня от положения равновесия).
 К уравнениям типа (2) приводят задачи о распространении тепла в стержне; в простейшем случае такое уравнение имеет вид
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(4)

(u – температура; параметр c связан с теплопроводностью и другими характеристиками стержня и не имеет никакого отношения к "скорости" распространения тепла).
Кроме дифференциального уравнения, необходимо задать также начальные и граничные условия.

Начальные условия задают состояние струны или стержня в начальный момент времени.
Для уравнений (1) и (3) нужно задать два начальных условия
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(5)

для уравнений (2) и (4) достаточно одного начального условия
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(6)

Граничные условия определяются тем, что происходит на концах струны или стержня. Мы будем рассматривать так называемые однородные граничные условия, которые выглядят следующим образом:
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где 
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Начальные и граничные условия должны быть согласованы в точках (a,0) и (b,0)
):
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;

если задано условие (5), то, кроме того,
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Забудем пока о начальных условиях и поищем ненулевые решения уравнения (1)
), удовлетворяющие граничным условиям (7). Для этого воспользуемся так называемым методом разделения переменных. Этот метод состоит в том, что решение уравнения (1) ищется в виде произведения двух функций, одна из которых зависит только от x, а другая – только от t:
u=X(x)T(t).

Вычисляя производные и подставляя их в уравнение (1), получим
)
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Разделив обе части этого равенства на произведение X(x)T(t), получим уравнение
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.
Заметим, что левая часть последнего уравнения не зависит от x, а правая – от t. Так как левая и правая части равны друг другу при всех x и t, из этого следует, что обе части не зависят ни от x, ни от t, то есть, имеют постоянное значение. Обозначив это постоянное значение -λ, получим два уравнения:
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Граничные условия (7) принимают вид
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Оказывается, уравнение (9) не при любых значениях λ имеет ненулевые решения, удовлетворяющие краевым условиям (10). Те значения λ, при которых такие решения существуют, называются собственными значениями, а сами эти решения – собственными функциями краевой задачи (9), (10).
Рассмотрим важнейшие свойства собственных значений и собственных функций краевой задачи (9), (10).
Свойство I. Ни для какого значения λ не может существовать двух линейно независимых решений уравнения (9), удовлетворяющих граничным условиям (10).
Доказательство ("от противного"). Если мы предположим, что при каком-нибудь λ существуют два линейно независимых решения X1(x) и X2(x) уравнения (9), удовлетворяющих граничным условиям (10), то их определитель Вронского
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не равен 0 при всех 
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. Подставляя в функции X1(x) и X2(x) значение x=a, получим однородную систему уравнений
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(с "неизвестными" α0 и α1), определитель основной матрицы которой совпадает с транспонированным определителем Вронского W*(a) и, следовательно, не равен 0. Поэтому указанная система имеет только нулевое решение α0=α1=0, что противоречит условию 
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. Поэтому наше предположение неверно, и двух линейно независимых решений существовать не может, что и требовалось доказать.

Свойство II. Краевая задача (9), (10) имеет бесконечное множество собственных значений; все они действительны, и их можно расположить в возрастающую последовательность

λ0<λ1<λ2<…<λk<…,
(11)
причём, 
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Без доказательства.
Покажем, что уравнение (9) можно умножением на некоторую непрерывную положительную функцию p(x) привести к следующему специальному виду:
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(12)

Умножая уравнение (9) на неизвестную функцию p(x), получим уравнение
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С другой стороны, применяя формулу дифференцирования произведения к уравнению (12), получим
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Сравнивая два этих уравнения, получаем соотношения
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Разделив второе соотношение на первое, получим уравнение 
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; интегрируя обе части этого равенства, найдём 
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 (постоянную интегрирования берём равной 0), откуда находим
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, q(x)=p(x)B0(x).
(13)

Поскольку мы с самого начала предположили, что B2(x)>0 на [a,b], из равенств (13) следует, что
r(x)>0 и p(x)>0 на [a,b].

(14)
Свойство III. Собственные функции краевой задачи (9), (10), отвечающие различным собственным значениям, ортогональны на отрезке [a,b] с весом p(x).
Без доказательства.

Свойство IV. Если для каждой функции φ(x), удовлетворяющей граничным условиям (10), выполняется неравенство
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и q(x)≤0 на отрезке [a,b]
), то все собственные значения (11) краевой задачи (9), (10) неотрицательны; равенство λ0=0 возможно только при условии q(x)=0 на [a,b]
).
Доказательство. Пусть λ – какое-нибудь собственное значение, φ(x) – соответствующая собственная функция, то есть,
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Умножая это уравнение на φ(x) и интегрируя на отрезке [a,b], получим равенство
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К первому интегралу применим формулу интегрирования по частям: 
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, где u=φ(x), 
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. В результате получается
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Из неравенств (14), (15) и q(x)≤0 следует, что левая часть последнего равенства неположительна, а интеграл в правой части положителен, поэтому равенство возможно только при условии λ≥0, причём, равенство λ=0 возможно только при условиях q(x)=0 и φ(x)=Const на отрезке [a,b], что и требовалось доказать.
Замечание. Неравенство (15) выполняется, если в граничных условиях (10) (или (7)) параметры удовлетворяют неравенствам α0α1≤0 и β0β1≥0.
Пусть
φ0(x), φ1(x), φ2(x),…, φk(x),… –

последовательность собственных функций краевой задачи (9), (10), соответствующих собственным значениям (11).
Свойство V. Ортогональная последовательность (16) замкнута (и полна) на отрезке [a,b] с весом p(x).
Без доказательства.

Обозначим T0,λ(t) решение уравнения (8), удовлетворяющее начальным условиям 
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, а T1,λ(t) – решение того же уравнения, удовлетворяющее начальным условиям 
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Для каждого k=0, 1, 2, 3,… функции 
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 являются решениями уравнения (1) и удовлетворяют однородным граничным условиям (7). Поэтому для любых чисел ak и bk сумма uk(x,t)=aku0,k(x,t)+bku1,k(x,t) является решением уравнения (1) и удовлетворяет тем же граничным условиям (7).
Теперь мы можем попытаться построить решение уравнения (1), удовлетворяющее не только граничным условиям (7), но и начальным условиям (5). Рассмотрим функцию
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(17)

Предполагая, что этот ряд можно дважды почленно дифференцировать по переменным x и t, легко проверить, что эта функция является решением уравнения (1), удовлетворяющим граничным условиям (7). Заметим, что 
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Поэтому, подставляя функцию u в начальные условия (5) и учитывая определения функций T0,λ(t) и T1,λ(t), получим
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(18)

При сделанных нами предположениях, коэффициенты ak и bk, k=0, 1, 2, 3,…, являются коэффициентами Фурье функций f0(x) и f1(x) относительно ортогональной последовательности (16). Поэтому для их вычисления можно использовать формулу (2) § 3:
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где скалярное произведение и норма определены формулами (1) и (2) § 1, а вес p(x) – формулой (13).
При решении уравнения (2) разница состоит в том, что вместо уравнения (8) получается уравнение первого порядка
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Если обозначить Tλ(t) решение этого уравнения, удовлетворяющее начальному условию 
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Начальное условие (6) приводит к равенству
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поэтому коэффициенты ряда определяются формулой
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Замечание. Можно доказать, что если задача (1), (5), (7) или (2), (6), (7) имеет (непрерывное) решение в полуполосе a≤x≤b, t≥0, то это решение можно записать в виде ряда (17) или (21) соответственно. Если начальные и граничные условия не согласованы, либо начальные условия задаются разрывными функциями, то такого (непрерывного) решения не существует. Тем не менее, описанный метод позволяет получить функцию, которая может служить, в некотором смысле,  обобщённым решением, которое удовлетворяет дифференциальному уравнению там, где нужные производные существуют, а на границе имеет предельные значения, совпадающие с заданными начальными и граничными условиями.
§ 13. Примеры дифференциальных уравнений

I. Найдём решение дифференциального уравнения
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удовлетворяющее граничным условиям
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и начальным условиям
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(3)
Это уравнение имеет вид (1) § 12, причём, A2(t)=1, A1(t)=2, A0(t)=0, B2(x)=1, B1(x)=0, B0(x)=0. Используя формулы (13) § 12, найдём r(x)=1, p(x)=1, q(x)=0. Из трёх последних функций нам понадобится только функция p(x), которая служит весом на заданном отрезке [0,π].
Рассуждая так же, как в § 12, получим уравнения
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а граничные условия для второго из этих уравнений примут вид
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Уравнения (4) являются линейными дифференциальными уравнениями с постоянными коэффициентами.

Решаем сначала второе из них. Характеристическое уравнение имеет вид κ2+λ=0; его корни:
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В случае λ<0 общее решение имеет вид
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дифференцируя по x, найдём
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подставляя граничные значения (5), получим для определения C1 и C2 однородную систему линейных уравнений
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Определитель основной матрицы этой системы
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очевидно, не равен 0 при любом λ<0, поэтому система имеет только решение C1=0, C2=0, что даёт нулевое решение для краевой задачи. Следовательно, собственных значений и собственных функций при λ<0 нет.

В случае λ=0 общее решение имеет вид X=C1+C2x; тогда 
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 и, подставляя граничные значения (5), получим систему
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из которой, как и в предыдущем случае, следует, что собственных значений и собственных функций при λ=0 нет.

Наконец, в случае λ>0 общее решение имеет вид
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дифференцируя по x, найдём

[image: image462.wmf]x

C

x

C

l

l

l

l

cos

sin

X

2

1

+

-

=

¢


и, подставляя граничные значения (5), получим систему


[image: image463.wmf]î

í

ì

=

+

-

=

.

0

cos

sin

,

0

2

1

1

p

l

l

p

l

l

C

C

C


Эта система имеет решение с C2≠0 только при условии 
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, k=0, 1, 2, 3,… (так как λ>0); выражая отсюда λ, получим собственные значения и собственные функции
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(6)

которые получаются из общего решения при C1=0 и C2=1
).
Вычислим нормы собственных функций:
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Далее по формулам (19) § 12  разлагаем функции

f0(x)=2πx-x2 и 
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входящие в начальные условия (3), в ряды по собственным функциям. Вычисления, аналогичные выполненным в § 11, дают
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Теперь для каждого собственного значения λ=λk, k=0, 1, 2, 3,…, нужно решить первое из уравнений (4). Подставляя в него собственные значения (6), получим при k=0, 1, 2, 3,… уравнение
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Характеристическое уравнение имеет вид
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его корни:
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При k=0 общее решение имеет вид 
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Подставляя это решение в начальные условия 
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из которой находим C1=1, 
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Подставляя то же самое решение в начальные условия 
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откуда C1=0, C2=1; подставляя в общее решение, найдём частное решение 
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При k=1, 2, 3,… общее решение имеет вид
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дифференцируя по t, получим
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Подставляя это решение в начальные условия 
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из которой находим C1=1, 
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; подставляя в общее решение, получим частное решение
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Наконец, подставляя то же самое решение в начальные условия 
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откуда C1=0, 
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Теперь осталось только написать искомое решение уравнения (1), пользуясь формулой (17) § 12:
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II. Найдём решение дифференциального уравнения
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удовлетворяющее граничным условиям
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и начальному условию
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Это уравнение имеет вид (2) § 12, причём, A1(t)=1, 
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, B2(x)=1, B1(x)=0, B0(x)=-π2. Используя формулы (13) § 12, найдём r(x)=1, p(x)=1, q(x)= -π2. Функция p(x) служит весом на заданном отрезке [-1,0].
Действуя так же, как и в предыдущем случае, получаем уравнения
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Граничные условия для второго из этих уравнений принимают вид
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Характеристическое уравнение для второго из уравнений (10) имеет вид κ2+λ-π2=0; оно имеет следующие корни:
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В случае λ<π2 получаем общее решение

[image: image523.wmf]x

x

e

C

e

C

l

p

l

p

-

-

-

+

=

2

2

2

1

X

;
подставляя X в граничные условия (11), получаем систему уравнений
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которая имеет единственное решение C1=C2=0, так как определитель её основной матрицы
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не равен 0 (точнее, меньше 0) при всех λ<π2. Поэтому в этом случае собственных значений и собственных функций нет.

В случае λ=π2 общее решение имеет вид X=C1+C2x; подставляя его в условия (11), получим систему уравнений
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откуда, как и в предыдущем случае, C1=C2=0.
В случае λ>π2 общее решение имеет вид
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подставляя его в граничные условия (11), получаем систему уравнений
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Эта система имеет решение с C2≠0 только при условии 
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, k=1, 2, 3,… (так как λ>π2); выражая отсюда λ, получим собственные значения и собственные функции
λ=π2(k2+1) и φk(x)=sinπkx, k=1, 2, 3,…,
(12)

которые получаются из общего решения при C1=0 и C2=1.
Найдём нормы собственных функций:


[image: image531.wmf](

)

(

)

(

)

2

1

sin

p

0

1

2

2

2

=

=

=

ò

ò

-

kxdx

dx

x

x

b

a

k

k

p

j

j

, k=1, 2, 3,….
Далее по формуле (23) § 12 разложим в ряд по собственным функциям функцию f0(x)=x2+x, входящую в начальное условие (9):
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, k=1, 2, 3,….
Можно заметить, что при чётном k (k=2m) получается ak=a2m=0, поэтому, заменяя k нечётным числом 2m-1, получим
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Теперь для каждого собственного значения λ=λk, k=1, 2, 3,…, нужно решить первое из уравнений (10). Подставляя в него собственные значения (12), получим при k=1, 2, 3,… уравнение 
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, или, после приведения к общему знаменателю,
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Это – линейное дифференциальное уравнение первого порядка с разделяющимися переменными; разделяя переменные, получим
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Интегрируем:
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Подставляя в начальное условие 
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Подставляем в общее решение и находим необходимое частное решение:
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Наконец, потенцируя, находим Tk:
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Осталось только написать искомое решение уравнения (7), используя формулу (21) § 12 и учитывая, что члены с чётными номерами обращаются в 0:
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Расчётное задание "Ряды Фурье"
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 Таблица вариантов.

Номер варианта (столбец "В") и столбец с параметрами a и b (столбцы "1", "2", "3", "4", "5", "6") определяются преподавателем.
Функция f(x) определяется формулой (1). Параметры a и b – одни и те же во всех задачах.

Задача 1

а) Построить график функции f(x).

б) Разложить функцию f(x) на отрезке [0,2π] в ряд Фурье, тип которого указан в столбце "РФ" таблицы вариантов ("О" – общий тригонометрический ряд Фурье, "К" – ряд Фурье по косинусам, "С" – ряд Фурье по синусам, "Ч" – ряд по многочленам Чебышёва).

в) Построить график суммы полученного ряда на отрезке [-4π,4π].

г) Составить таблицу значений функции f(x) и четырёх первых частичных сумм полученного ряда на отрезке [0,2π] с шагом 
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 (значения округлить до 4 цифр после запятой).

	
	x
	f(x)
	S1(x)
	S2(x)
	S3(x)
	S4(x)

	0
	
	
	
	
	
	

	1
	
	
	
	
	
	

	2
	
	
	
	
	
	

	.
.

.
	
	
	
	
	
	

	24
	
	
	
	
	
	


Таблица значений функции и частичных сумм
д) На одном чертеже построить графики первых четырёх частичных сумм ряда и функции f(x).

Указание. При выполнении пунктов г) и д) тригонометрический ряд записывается без нулевых членов в виде
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где 0<ω1<ω2<ω3<ω4<…, 
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 при k=1, 2, 3, 4,… (член α0 может отсутствовать).
Аналогично ряд по многочленам Чебышёва следует записать без нулевых членов в порядке возрастания индексов многочленов Чебышёва:
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,
где 0<n1<n2<n3<n4<…, αk≠0 при k=1, 2, 3, 4,… (член α0 может отсутствовать).

Задача 2

а) Вычислить преобразование Фурье функции f(x), тип которого указан в столбце "ПФ" таблицы вариантов ("О" – общее преобразование Фурье, "К" – косинус-преобразование Фурье, "С" – синус-преобразование Фурье).
б) Записать выражение функции f(x) через найденное преобразование Фурье (обратное преобразование Фурье соответствующего типа).

в) Построить график обратного преобразования Фурье на отрезке [-4π,4π].
Задача 3

Найти решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее заданным граничным и начальным условиям, номера которых указаны в трёх столбцах таблицы вариантов с общим заголовком "ДУ".
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�) Напомним, что функция f(x) называется кусочно непрерывной на отрезке [a,b], если она имеет на этом отрезке лишь конечное множество точек разрыва, причём, в каждой точке разрыва, принадлежащей интервалу (a,b), функция имеет конечные пределы слева и справа, в точке a – конечный предел слева, а в точке b – конечный предел справа.


�) Линейная зависимость понимается также с точностью до конечного множества точек: функции φ1(x), φ2(x),…, φn(x) линейно зависимы на отрезке [a,b], если можно найти такие числа λ1, λ2,…, λn, хотя бы одно из которых не равно 0, что во всех точках [a,b], в которых все эти функции непрерывны, выполняется равенство λ1φ1(x)+λ2φ2(x)+…+λnφn(x)=0.


�) Тригонометрические ряды Фурье применяются настолько часто, что, говоря "ряд Фурье", обычно подразумевают именно тригонометрический ряд Фурье, хотя тригонометрические ряды Фурье использовались задолго до Фурье, а сам Фурье ввёл ряды гораздо более общего вида.


�) Первый член этого ряда записывается в виде дроби только для того, чтобы вычислять все коэффициенты ak, k=0, 1, 2, 3,…, по одной формуле.


�) Стрелка на линии, изображающей график функции, как обычно, означает, что конец стрелки не принадлежит графику. Иногда то же самое изображают пустым кружком на линии графика. Наоборот, точку, принадлежащую графику, либо не обозначают никак (обычно – на конце линии), либо изображают зачернённым кружком (обязательно, если эта точка – изолированная).


�) Естественно, производная предполагается существующей на всём отрезке [a,b], кроме, может быть, конечного числа точек.


�) Для концов отрезка [a,b] утверждение теоремы тоже верно, если значения функций совпадают во всех точках x этого отрезка, удовлетворяющих хотя бы одному из неравенств a<x<a+ε или b-ε<x<b.


�) Чётность и нечётность понимаются также с точностью до конечного множества точек: равенство f(-x)=f(x) (для чётной функции) или f(-x)=-f(x) (для нечётной функции) должно выполняться во всех точках отрезка [-l,l], кроме, может быть, конечного числа.


�) Штрихи, как обычно, обозначают обыкновенные производные функций одной переменной.


�) Метод решения уравнения (2) ничем существенным не отличается от излагаемого далее.


�) Штрихи обозначают производные функции одной переменной.


�) Из формул (13) следует, то это равносильно условию B0(x)≤0 на [a,b].


�) Аналогично предыдущему, это равносильно условию B0(x)=0 на [a,b].


�) Этот результат соответствует свойству IV, сформулированному в § 12.


�) Квадратные скобки обозначают целую часть числа: [x] – наибольшее целое число, не превосходящее x. Например, [3,99]=3; [4]=4; [-0,03]=-1.


�) Напомним, что символ i обозначает мнимую единицу, то есть, i2=-1.
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