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1. Пределы 
1.1. Понятие предела последовательности 

Метод пределов есть основной метод, на котором базируется математи-
ческий анализ. 

Пусть каждому натуральному числу n=1,2,...,n,.. приведено в соответст-

вие в силу некоторого закона число nx , то есть nx  это функция на множестве 

N. В этом случае говорят, что определена последовательность чисел ,.., 21 xx  

или короче последовательность { }nx . 

Примеры. 1) { } { },...2,1=n ;  2) 






=







 ...

3

1
,

2

1
,1

1

n
; 3) 







=







 −

...
3

2
,

2

1
,0

1

n

n ; 4) 

( ){ } { }...1,1,11 −−=− n  

Число а называется пределом последовательности { }nx , если для любого 

сколь угодно малого числа 0>ε  найдется натуральное число N такое, что для 

всех n>N выполняется неравенство ε<− axn     ...(1) 

Если а есть предел { }nx , то пишут axn
n

=
∞→

lim  или axn →  и говорят, 

что переменная nx  стремится к а или сходится к числу а. Неравенство (1) рав-

носильно неравенствам εε +<<− axa n , которые показывают, что элемент 

nx  находится в ε  - окрестности точки а. 

Покажем, что переменная 2) имеет предел равный нулю. Зададим 0>ε  

и составим равенство ε<=−
n

xn

1
0 . Это неравенство верно для всех 

ε
1>n  или 

для всех n>N, где 
ε
1>N . 

Таким образом 0
1

lim =
∞→ nn

. Аналогично рассуждая можно доказать, что 

0
1

lim
2

=
∞→ nn

, 0
1

lim
3

=
∞→ nn

 и так далее. 

Переменная 3) стремится к единице потому, что  

ε<=−−=−
nn

n
xn

11
11 для всех n>N, где  

ε
1>N  

Замечание 1. Предел постоянной равен самой постоянной. 
Замечание 2. Переменная величина не может иметь двух пределов. 
Замечание 3. Не каждая переменная величина имеет предел. 
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Переменная 4) не имеет предела. 
Переменная 

nβ  называется бесконечно большой величиной, если для лю-

бого М>0 найдется такое N, что Mn >β  при n>N. При этом пишут 

∞→∞=
∞→ nn

n
или ββlim  и говорят, что 

nβ  стремится к бесконечности. 

1.2. Предел функции 
 Если каждому значению переменной х, принадлежащему некоторой об-

ласти, соответствует по некоторому закону (правилу) f одно определенное зна-
чение другой переменной y, то y есть функция от х и обозначается y=f(x). 

 Переменная х называется аргументом, а y – функцией.  

Под окрестностью au  точки а бу-

дем понимать множество значений х, 
удовлетворяющих условию 

εε +<<− axa , из которого удалена 
точка а. 

  
Пусть функция y=f(x) определена в окрест-

ности  au . 

Число b называется пределом функ-
ции y=f(x) при х→а, если для сколь угодно 
малого числа 0>ε  можно указать 0>δ , 

что для всех х, при которых δ<− ax   

имеет место неравенство ( ) ε<− bxf  

Если b есть предел функции f(x) при 

х→а, то пишут: bxf
ax

=
→

)(lim  

Замечание 1. Если f(x) стремится к пределу 1b при х→а и х<a, то пишут 

1
0

)(lim bxf
ax

=
−→

 и называют 1b  пределом функции f(x) в точке а слева. 

Если f(x) стремится к пределу 2b при х→а и х>a, то пишут 

2
0

)(lim bxf
ax

=
+→

 и называют 2b  пределом функции f(x) в точке а справа. 

Замечание 2. Для существования предела при х→а не требуется чтобы 
функция была определена в точке х=а. 

 а-ε               а+ε 

a                         x 

au  

a  x 

y
 
b2

 
b1

 
O 
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Функция стремится к пределу b при х→∞, если для сколь угодно малого 
0>ε , можно указать такое M>0, что для всех |x|>M, будет выполнятся нера-

венство ( ) ε<− bxf  

1.3. Бесконечно малые функции  

Функция ( )xαα =  называется бесконечно малой при х→а или при 

х→∞, если ( ) 0lim =
→

х
ax
α или ( ) 0lim =

∞→
х

x
α  

Например, функция ( ) ( )21−= хxα  есть бесконечно малая при х→1, так как 

( ) ( ) 01limlim 2

11
=−=

→→
хх

xx
α . 

Теорема 1. Если функция y=f(x) представляется в виде суммы постоянно-

го числа b  и бесконечно малой функции α: α+= by , то by
ax

=
→

lim или 

by
x

=
∞→

lim . Обратно, если by
ax

=
→

lim , то можно написать α+= by , где α - 

бесконечно малая функция. 
 

Теорема 2. Если ( )xαα =  стремится к нулю при х→а (или при х→∞) и 

не обращается в нуль, то y=1/α стремится к бесконечности. 

В примере ранее было показано, что функция  ( )21−= xy  является бес-

конечно малой при х→1  ( ) 01lim 2

1
=−

→
х

x
, а  функция 

( )21

1

−
=

x
y  будет беско-

нечно большой 
( ) ∞=

−→ 21 1

1
lim

хx

. 

1.4. Основные теоремы о пределах 
Теорема 1. Предел определенного числа функций равен алгебраической 

сумме пределов этих функций: 

( ) nn uuuuuu lim...limlim...lim 2121 +++=+++  

Пример. 101
2

lim1lim
2

1lim
2

lim
2

2

=+=+=






 +=+
∞→∞→∞→∞→ xxx

xx
xxxx

 

Теорема 2. Предел определенного числа функций равен произведению 

пределов этих функций: ( ) nn uuuuuu lim...limlim...lim 2121 ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅  

Следствие. Постоянный множитель можно выносить за знак предела, то 

есть  ( ) uСuС limlim ⋅=⋅ .  
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Теорема 3. Предел частного двух функций равен частному пределов этих 

функций, если предел знаменателя отличен от нуля, то есть   
v

u

v

u

lim

lim
lim =  

Примеры. 1) 005lim55lim
00

=⋅==
→→

хх
xx

 2) 
( )

( ) 2

1

20

10

2lim

1

2

1
lim 2

0

0
20

−=
−
+=

−

+
=

−
+

→

→

→ x

ximl

х

х

x

x

x

 

1.5. Замечательные пределы 

Первый замечательный предел имеет вид 1lim
0

=
→ x

Sinx
x

 

Примеры. 1) 1
1

1
1

cos

1
lim

sin
lim

cos

1sin
limlim

0000
=⋅=⋅=⋅=

→→→→ xx

x

xx

x

x

tgx
xxxx

 

2) ( ) ( )
( ) 001

2
sin

2

2sin
lim

2sin2
lim

cos1
lim

0

2

00
=⋅=⋅==−

→→→

x

х

х

x

х

x

x
xxx

 

...71828,2
1

1lim ==






 +
∞→

e
x

x

x

 - формула второго замечательного предела. 

С помощью подстановки 
x

y
1= , получим ( ) ey y

y
=+

→

1

0
1lim  (при х→∞  y→0).  

  Логарифм числа х по основанию e называется натуральным логарифмом 
и обозначается ln(x). 

При вычислении пределов полезно знать следующие формулы 

( )
1

1ln
lim

0
=+

→ x

x
x

, a
x

ax

x
ln

1
lim

0
=−

→
, ( )

m
x

x m

x
=−+

→

11
lim

0
, 1

arcsin
lim

0
=

→ x

x
x

, 

1lim
0

=
→ x

arctgx
x

, 1
1

lim
0

=−
→ x

еx

x
, ( )

e
x

x
a

a

x
log

1log
lim

0
=+

→
 

Пример.  ee
nnn

n

n

n

n
=⋅=







 +






 +=






 +
∞→

+

∞→
1

1
1

1
1lim

1
1lim

55

 

1. 6. Непрерывность функции в точке 

Пусть функция y=f(x) определена при некотором значении 0x  и ( )00 xfy = . Да-

дим аргументу х приращение x∆ , тогда он примет значение xxx ∆+= 0  и функция 

получит приращение y∆ . Наращенное значение функции будет ( )xxfyy ∆+=∆+ 00
. 

Вычитая из наращенного значения начальное, получим  ( ) ( )00 xfxxfy −∆+=∆ ...(1) 

Функция называется непрерывной в точке 0xx = , если она определена в этой 

точке и её окрестности 
0xU и если 0lim

0
=∆

→∆
y

x
 или 
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( ) ( )[ ] ( ) ( )⇒=∆+⇒=−∆+
→∆→∆ 00

0
00

0
lim0lim xfxxfxfxxf
xx

 ( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

...(2), но 

xx
xx 0

lim0 →
=  

Следовательно, последнее равенство можно записать так: ( ) 




=

→→
xfxf

xxxx 00

limlim  

Это значит, что если 0xx →  и нужно найти предел непрерывной функции, то 

нужно в выражение функции подставить 0x .  

Пример 1. Докажем, что функция xy cos=  непрерывна в произвольной точке 

0x . 

 Составим приращение функции xy cos= , используя равенство (1)  

( )
2

sin
2

sin2coscos 000

xx
xxxxy

∆







 ∆+−=−∆+=∆  

00sin2
2

sinlim
2

sinlim2lim 0
0

0
00

=⋅−=∆⋅






 ∆+−=∆
→∆→∆→∆

x
xx

xy
xxx

♦ 

Рассуждая аналогично можно доказать непрерывность любой элементарной 
функции в произвольной точке, в которой она определена. 

Теорема. Всякая элементарная функция непрерывна в каждой точке, в которой 
она определена. 

Пример 2. Функция nxy = непрерывна в любой точке 0x  и поэтому  

82lim 33

2
==

→
x

x
    ( nn

xx
xx 0

0

lim =
→

) 

1.7. Непрерывность функций на отрезке. Точки разрыва. 
Если функция y=f(x) непрерывна в каждой точке некоторого интервала (a,b), то 

она непрерывна на этом интервале. 
Если функция определена при х=а и ( ) ( )afxf

ax
=

+→ 0
lim , то говорят, что f(x) непре-

рывна в точке х=а справа. 
Если функция определена при х=b и ( ) ( )bfxf

bx
=

−→ 0
lim , то говорят, что f(x) непре-

рывна в точке х=b слева. 
Если функция f(x) непрерывна на интервале (a,b) и на концах интервала соответ-

ственно справа и слева, то функция непрерывна на отрезке [a,b]. 
Точки, в которых нарушается непрерывность функции, называются точками раз-

рыва этой функции. 

Точка разрыва 0x  называется точкой разрыва первого рода функции ( )xfy = , 

если в этой точке существуют односторонние пределы ( ) ( )0lim 0
00

−=
−→

xfxf
xx

 и 

( ) ( )0lim 0
00

+=
+→

xfxf
xx

. 
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Если ( ) ( ) ( )000 00 xfxfxf ≠+=− , то точка 
0xx =  называется точкой устрани-

мого разрыва. 
Если ( ) ( )00 00 +≠− xfxf , то точка 

0xx =  называется точкой скачка функции. 

Величина ( ) ( )00 00 +−− xfxf  называется скачком функции в точке 
0xx = . 

Если выполняется условие ( ) ±∞=
→

xf
хx 0

lim , то 
0xx =  называется точкой разрыва 

второго рода. 

Пример 3. Показать, что при х=4 функция 
4−

=
x

x
y  имеет разрыв. 

 Найдем пределы в точке х=4 слева и справа −∞=
−−→ 4

lim
04 x

x
x

,  +∞=
−+→ 4

lim
04 x

x
x

. 

Следовательно, точка х=4 является точкой разрыва второго рода.♦ 
 

Пример 4. Определить характер разрыва функции ( )31 −= xarctgy в точке х=3. 

 Найдем пределы в точке х=3 слева и спра-

ва
23

1
lim

03

π−=
−−→ x

arctg
x

,
23

1
lim

03

π=
−+→ x

arctg
x

. Следовательно, точка х=3 является точкой 

разрыва первого рода. πππ =






−−
22

- величина скачка функции в точке х=3. ♦ 

1.8. Сравнение бесконечно малых функций (БМФ) 
Пусть бесконечно малые функции ( ) ( ) ( ),...,, xxx γβα  стремятся к нулю при 

ax →  или ∞→x . 
Если ( ) 0lim ≠= Aαβ , то бесконечно малые  β и α называются бесконеч-

но малыми одного порядка. 
 

Если 0lim =
α
β  ( ∞=

β
α

lim ), то бесконечно малая β называется бесконечно 

малой функцией высшего порядка, чем бесконечно малая α, а бесконечно малая 
α называется бесконечно малой низшего порядка, чем бесконечно малая β. 

Если ( ) 1lim =αβ , то бесконечно малые  β и α называются эквивалентными. 

Обозначение: βαβα ~или≈   

Ниже приведены важнейшие эквивалентности, которые используются 
при вычислении пределов: 
1. 0~sin →хприxx          2. 0~ →хприxtgx          3. 0~arcsin →хприxx  

4. 0~ →хприxarctgx       5. 0~1 →− хприxex       6. 0ln~1 →− хприaxax  

7. ( ) 0~1ln →+ хприxx     8. ( ) 0log~1log →+ хприexx aa
 

9. ( ) ( )00~11 >→−+ nхприnxx n  
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Пример. Если α=х, а β=arcsin(x) ,бесконечно малые функции при  0→x , то 

βα ~ , так как 1
arcsin

lim
0

=
→ x

x
x

 

Пример.  
β
α

β
α

ββ
αα

β
α ===

→→ x

x

xx

xx

x

x
xx 00
lim

~sin

~sin

sin
sin

lim ♦ 

Пример.  ( ) ( ) ααααα ==+=+
→→ x

x
xx

x

x
xx 00
lim~1ln

1ln
lim ♦ 

1.9. Задачи по разделу «Пределы» 
1.9.1. Решение задач. 

1. Вычислить предел 
32

2

1

523
lim

xх

xx
x +−

−−
∞→

 

Решение. Отметим, что ∞=±∞ с , с- const, ∞=∞+∞ , ∞=⋅∞ с , 

∞=∞⋅∞ , ∞=∞−∞  - неопределённость, ∞∞  - неопределённость, 00  - неоп-

ределённость. Воспользуемся равенством ( ) 




=

→→
xfxf

xxxx 00

limlim (см. непрерывность 

функции в точке). ( )
( ) ∞

∞=
∞⋅∞−

−∞⋅∞=
−−

−−
∞→ 1

5

11

523
lim 2

2

хх

хх

x

 - неопределённость. 

 Для раскрытия неопределённости разделим числитель и знаменатель дроби на 
3х  (наивысшая степень х) и воспользуемся равенствами 0

1
lim =

∞→ хn

, 0
1

lim
2

=
∞→ хn

, 

0
1

lim
3

=
∞→ хn

 (см. понятие предела последовательности).  

=
+−

−−
==

+−

−−
=

+−
−−

∞→∞→

∞→∞→∞→

∞→∞→
1

1
lim

1
lim

1
lim5

1
lim23lim

1
11

52
3

lim
1

523
lim

3

32

3

32

32

2

хх

ххпределахоТеоремы

xx

xx
xх

xx

xx

xxx

xx

3
1

3

100

05023 ==
+−

⋅−⋅−        Ответ: 3 

2. Вычислить предел 
9

127
lim 2

2

3 −
++

−→ x

xx
x

 

Решение. ( ) ( )
( ) 0

0

93

12373

9

127
lim 2

2

2

2

3
=

−−
+−+−=

−
++

−→ x

xx
x

 - неопределённость. 
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Легко видеть, что х=-3 есть корень многочленов 1272 ++ xx  и 92 −x . Разложим 

их на множители. ( )( )
( )( ) 6

1

33

43

3

4
lim

33

43
lim

9

127
lim

332

2

3 −
=

−−
+−=

−
+=

−+
++=

−
++

−→−→−→ x

x

хx

хx

x

xx
xxx

. От-

вет: 
6

1−  

3. Вычислить предел  
x

x
x

22
lim

0

−+
→

. 

Решение. 
0

0

0

22022
lim

0
=−+=−+

→ x

x
x

 - неопределённость. 

Умножим числитель и знаменатель дроби на выражение 22 ++x  и восполь-

зуемся формулой ( )( ) 22 bababa −=+− .  
( )( )

( ) ( ) =
++

−+=
++

++−+=−+
→→→ 22

22
lim

22

2222
lim

22
lim

000 xx

х

xx

xx

x

x
xxx

 

( ) ( ) 22

1

22

1

22

1
lim

22
lim

00
=

+
=

++
=

++ →→ xxx

х

xx

. Ответ: 
22

1 . 

4. Вычислить предел  
20

9cos3cos
lim

x

xx
x

−
→

. 

Решение. 
0

0

0

119cos3cos
lim

20
=−=−

→ x

xx
x

 - неопределённость. 

Преобразуем разность косинусов в произведение синусов. 

( ) ( ) =−⋅−=

−+−
=−

→→→ 202020

3sin6sin
lim22

93
sin

2

93
sin2

lim
9cos3cos

lim
x

xx

x

xxxx

x

xx
xxx

 

36316123
3

3sin
lim6

6
6sin

lim2
3sin6sin

lim2
000

=⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=
⋅
⋅=

→→→ x

x

x

x

хx

хx
xxx

. Ответ: 36. 

 5. Вычислить предел  
x

x хx

хx









−−
++

∞→ 1
42

lim 2

2
 

Решение. ∞

∞→
=









−−
++

1
1
42

lim 2

2 x

x хx

хx  - неопределённость. 

Преобразуем ко второму замечательному пределу  ...71828,2
1

1lim ==






 +
∞→

e
x

x

x

. 

Для этого выделим единицу. 

=








−−
++−+++=








−

−−
+++=









−−
++

∞→∞→∞→

x

x

x

x

x

x хx

хххx

хx

хx

хx

хx

1
142

1lim1
1
42

1lim
1
42

lim 2

22

2

2

2

2
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=

























−−
++=









−−
++=









−−
++=

⋅
−−

+

+
−−

∞→

⋅
−−

+⋅
+

−−

∞→∞→

х
хх

х

х

хх

x

x
хх

х

х

хх

x

x

x хx

х

хx

х

хx

х
1

53

53

1

2

1

53

53

1

22

22

2

2

1

53
1lim

1

53
1lim

1

53
1lim

 

3001

03

1

53
lim

1

53
lim

2

2

2
eeее хх

xх
х

хх

х

xx ==== −−
+

−−
+⋅

−−
+

∞→∞→ . Ответ: 3e . 
6. Вычислить предел  

20

8cos1
lim

x

x
x

−
→

. 

Решение. 
( ) 32132

4
4sin

lim324
4

4sin2
lim

4sin2
lim

8cos1
lim 2

2

0

2
2

2

02

2

020
=⋅=







=⋅==−
→→→→ x

x

x

x

x

x

x

x
xxxx

 

Ответ: 32. 
1.9.2. Задачи для самостоятельного решения и домашнего задания 

1. .
32

25
lim

4 +
+

→ x

x
x   

2.  
72

53
lim

+
+

∞→ x

x
x   

3.
 xx

x
x 3

9
lim

2

2

3 −
−

→   
4.

 1

1
23

23

−−+
+−
xxx

xx

 

5. 
xxx

x
x 10020

1000
lim

23

3

10 ++
−

→      
6.

 x

x
x

24
lim

0

−+
→       

7. 
x

mx
x

sin
lim

0→  

8.  
20

5cos1
lim

x

x
x

−
→     

9.
 )11(

cos1
lim

0 −+
−

→ xx

x
x

    10. )
8

12

2

1
(lim

32 −
−

−→ xxx  

11. )1(lim 2 +−−
∞→

xxx
x     

12.
 x

x
x

2cos1
lim

0

−
→   

13.
 49

32
lim

21 −
−−

→ x

x
x  

14. 
12

13
lim

2 +
−

∞→ x

x
x      

15. 
32

9
lim

2

2

3 −−
−

→ xx

x
x      

16.
 

20

cos1
lim

x

mx
x

−
→  

Вопросы для самопроверки 
1. Что такое последовательность? Дайте определение предела последова-

тельности.  
2. Какая переменная называется бесконечно большой? Запишите беско-

нечно большую величину математически. 
3. Что такое функция? Дайте определение окрестности точки. 
4. Дайте определение предела функции. 
5. Дайте определение предела функции в точке а слева и справа. 
6. Что такое бесконечно малая функция? Приведите пример. 
7. Покажите на примере, что обратная величина бесконечно малой функ-

ции есть функция бесконечно большая. 
8. Сформулируйте основные теоремы о пределах. 
9. Запишите формулы первого и второго замечательных пределов. 
10. Какие формулы пределов вы знаете? 
11. Дайте определение непрерывности функции в точке. Как найти пре-

дел непрерывной функции в точке? 
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12. Дайте определение точки разрыва первого рода. 
13. Что такое точка разрыва второго рода? 
14. Какие бесконечно малые функции называются эквивалентными? 
15. Запишите несколько важнейших эквивалентностей, которые исполь-

зуются при вычислении пределов. 
 

2. Производная 
2.1. Определение производной 

Пусть дана функция ( )xfy =  определенная на отрезке [a,b]. Дадим аргу-

менту х приращение x∆ . Тогда функция получит приращение  y∆ . Таким об-

разом: при значении аргумента х значение функции ( )xfy = , при значении ар-

гумента xx ∆+  значение функции ( )xxfyy ∆+=∆+ .  Найдем приращение  ∆y: 

( ) ( )xfxxfy −∆+=∆     (1) 

Составим отношение xy ∆∆ , которое характеризует среднюю скорость 

изменения функции ( )xf  на отрезке [x,x+∆x]: 
x

xfxxf

x

y

∆
−∆+=

∆
∆ )()( (2) 

Найдем предел этого отношения при 0→∆x . Если этот предел сущест-
вует, то его называют производной данной функции ( )xf  и обозначают ( )xf ′ . 

Производной функции ( )xfy =  называется предел отношения прираще-

ния функции y∆  к приращению аргумента x∆ , когда 0→∆x . 

По определению производной имеем  
x

y
xf

x ∆
∆=′

→∆ 0
lim)(    (3) 

В общем случае производная является функцией от х и обозначается 
( )xf ′ , y′ , 

xy′ , dxdy . Конкретное значение производной при x=a обозначается 

( )af ′  или 
axy =′ . 

Операция нахождения производной от функции ( )xf  называется диффе-

ренцированием этой функции. 
Замечание. Значение производной ( )xf ′  при данном х равняется тангенсу 

угла, образованного с положительным направлением оси Ох касательной к гра-
фику ( )xfy =  в точке М(х,y), то есть αtgxf =′ )( . 

2.2. Правила дифференцирования функций 

Теорема. Если функции ( )xuu =  и ( )xvv =  дифференцируемы в точке 

х, то производные суммы, разности, произведения и частного этих функций 

(частное при условии, что ( ) 0≠xv ) определяются по формулам: 
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( ) ( )
2

,,
v

vuvu

v

u
vuvuvuvuvu

′⋅−⋅′
=

′







′⋅+⋅′=′⋅′±′=′±    …(1) 

Следствие 1. u
СС

u ′=
′







 1 . Следствие 2. 
2v

vC

v

C ′⋅−=
′







 , где С=const. 

Производная от сложной функции 
Пусть дана сложная функция ( )uFy = , ( )xu ϕ= , где u – промежуточный 

аргумент.  
Теорема. Если функция ( )xu ϕ=  имеет производную в точке 

0x , а функ-

ция ( )uFy =  имеет производную в точке ( )00 xu ϕ= , то сложная функция ( )[ ]xF ϕ  

имеет производную, в точке 
0x  определяемую по формуле: ( ) ( )xuFy ux ϕ ′⋅′=′  

Неявная функция и ее дифференцирование 
Пусть значения двух переменных х и y связаны между собой уравнением 

F(x,y)=0. Такое задание функции называется неявным. При дифференцировании 
неявной функции используют правило дифференцирования сложной функции (y 
есть функция от х). 

Пример. Дана функция 026 =−− xyy . Найти y`. 

 ( )
16

2
216026

5
55

−
=′⇒=−′⇒=−′−′⋅

y

x
yxyyxyyy ♦ 

Дифференцирование обратной функции 
Теорема. Если для дифференцируемой функции ( )xfy =  существует об-

ратная функция ( )yx ϕ= , имеющая производную ( ) 0≠′ yϕ , то имеет место ра-

венство ( ) ( )yxf ϕ′=′ 1  

 Дифференцируем обе части равенства ( )yx ϕ=  по х, считая y функцией 

от х. Получим ( ) xyy ′⋅′= ϕ1 . Откуда ( )yyx ϕ′=′ 1 ♦ 

Производная функции, заданной параметрическими уравнениями 
Пусть функция y от х задана параметрическими уравнениями: 

( )
( ) Ttt
ty

tx
≤≤





=
=

0ψ
ϕ  . Производная такой функции определяется по формуле 

ttx xyy ′′=′  

Пример. Дана функция 3tx = , 2ty = . Найти 
xy′ . 

Решение. Имеем 23tx =′ , ty 2=′ . Следовательно, 
23

2

t

t

x

y
y

t

t
x =

′
′

=′ . 

2.3. Таблица основных формул дифференцирования 
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( )xuu = - дифференцируемая функция 

1. 0=′= yCy a  

2. unuyuy nn ′=′= −1
a  

3. 
u

u
yuy

2

′
=′= a  

4. 
2u

u
y

u

u
y

′
−=′′

= a  

5. ( ) uuyuy ′=′= )cos(sin a  

6. ( ) ( )uuyuy ′−=′= sincos a  

7. ( ) ( )u

u
yutgy

2cos

′
=′= a  

8. ( )
)(sin2 u

u
yuctgy

′
−=′= a  

9. ( )
21

arcsin
u

u
yuy

−

′
=′= a  

10. ( )
21

arccos
u

u
yuy

−

′
−=′= a  

11. ( )
21 u

u
yuarctgy

+
′

=′= a  

12. ( )
21 u

u
yuarcctgy

+
′

−=′= a  

13. ( )uaayay uu ′=′= lna  

14.   ueyey uu ′=′= a  

15.   ( ) ( )e
u

u
yuy aa loglog

′
=′= a  

16. ( )
u

u
yuy

′
=′= aln  

17.   ( ) uuchyushy ′=′= )(a  

18.   ( ) uushyuchy ′=′= )(a  
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19.   ( ) ( )uch

u
yuthy

2

′
=′= a  

20.    ( ) ( )ush

u
yucthy

2

′
−=′= a  

2.4. Дифференциал 
Пусть функция ( )xfy =  дифференцируема на отрезке [a,b]. Дифференци-

ал этой функции  определяется по формуле  ( ) xxfdy ∆′= . 

Дифференциал независимого переменного dx совпадает с его прираще-
нием ∆х: dx=∆х. Поэтому последнее равенство можно записать так: 

( ) ( )
dx

dy
xfdxxfdy =′⇔′= .  

Приращение функции отличается от дифференциала функции на величи-
ну бесконечно малую высшего порядка относительно ∆х xdyy ∆+=∆ α . Поэтому 

в вычислениях иногда пользуются приближенным равенством dyy ≈∆  или 

( ) ( ) ( ) ( ) xxfyxxfxfxxf ∆′≈∆⇔∆′≈−∆+  

Задача нахождения дифференциала функции равносильна нахождению 
производной. Поэтому большинство теорем и формул, относящихся к произ-
водным,  сохраняет свою силу и для дифференциалов. 

1) ( ) dvduvud +=+   2) ( ) udvvduuvd +=  3)
2v

udvvdu

v

u
d

−=






  

Пример. Дана функция ( )xtgy 2= . Найти dy. 

Решение. ( ) ( )
( )
( ) dx
x

xtg
dx

x
xtgdy 22 cos

2

cos

1
2 == ♦♦♦♦ 

Пример. Дана функция y=x3. Определить ∆y и dy и вычислить их при изменении х 
от 2 до 1,98. Оценить погрешность приближенного вычисления.  
Решение. Если х есть точное значение измеряемой величины, «а» – приближен-
ное значение этой величины, то ∆=|x-a| называется абсолютной погрешностью, а 

a∆=δ  относительной погрешностью измеряемой величины. 

( ) =−∆+∆+∆+=−∆+=∆ 3322333 33 xxxxxxxxxxy  

( ) ( ) ( ) =−+−⋅⋅+−⋅⋅=∆+∆+∆+= 322322 02,002,02302,02333 xxxxx  

=0,2376. Здесь х=2, ∆х=1,98-2=-0,02 
y`=3x2, dy=3x2dx=3⋅22⋅(-0,02)=-0,24 

∆=|-0,24+0,2376|=0,0024            %1%100
2376,0
0024,0 ≈⋅=δ  
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2.5. Производные и дифференциалы высших  порядков 
Пусть функция ( )xfy =  дифференцируемая на отрезке [a,b]. Производная 

( )xf ′  в общем случае есть функция от х. Дифференцируя эту функцию, мы по-

лучаем вторую производную от функции ( )xf .  

Производная от первой производной функции ( )xf  называется второй 

производной от этой функции и обозначается ( ) ( )xfyy ′′=′′=′′  

По индукции, производной n-го порядка от функции ( )xf , называется 

производная от производной (n-1)–го порядка и обозначается 
( ) ( )( ) ( )( )xfyy nnn =

′
= −1  

Примеры. 1). Дана функция ( ).. nm yНайтиxy =    

( ) ( ) ( ) ( ) nmnmm xnmmmyxmmymxy −−− +−−=−=′′=′ 1...1,...,1, 21  

2). ( ) ?, == nx yay  

( ) ( ) )(ln),...,(ln,ln 2 aayaayaay nxnxx ==′′=′  

Имеют место очевидные формулы: 

( ) ( ) ( )nnn vuvu +=+ ; ( )( ) ( )nn CuCu =  

y=uv      y'=y'v+v'u       y"=u"v+2u'v'+uv"     … 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nnnnnn uvvu
nn

vnuvuuvy ++′′−+′+== −− ...
2

1 21 - формула Лейбница.  

Дифференциал от дифференциала функции ( )xfy =  называется диффе-

ренциалом второго порядка и обозначается yddyd 2)( =  

Найдем выражение второго дифференциала ( )[ ] dxdxxfyd ′′=2  

Так как dx не зависит от х, то dx выносится за знак производной, и мы 
получаем ( ) 22 dxxfyd ′′=  

По индукции, дифференциалом n-го порядка называется дифференциал 
от дифференциала (n-1) – го порядка: ( )( ) nnn dxxfyd =   

2.6. Раскрытие неопределенностей 
Теорема 1 (правило Лопиталя). Пусть функции ( )xf  и ( )xϕ  на отрезке 

[a,b] удовлетворяют условиям теоремы Коши ( ) ( ) 0limlim ==
→→

xxf
axax
ϕ . Тогда, если 

( )
( ) A
x

xf
ax

=
′
′

→ ϕ
lim , то ( )

( )
( )
( ) A
x

xf

x

xf
axax

=
′
′

=
→→ ϕϕ

limlim  
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Замечание 1. Если ( ) ( ) 0limlim =′=′
→→

xxf
axax
ϕ  и производные f'(x) и ϕ'(x) на 

отрезке [a,b] удовлетворяют условиям теоремы Лопиталя, то, применяя эту тео-

рему к отношению ( )
( )x

xf

ϕ ′
′ , приходим к формуле ( )

( )
( )
( )x

xf

x

xf
axax ϕϕ ′′

′′
=

′
′

→→
limlim  и так далее. 

Замечание 2. Правило Лопиталя применимо и в случае когда 
( ) ( ) 0limlim ==

∞→∞→
xxf

xx
ϕ  

Примеры: 1) Вычислить предел 
)(

2
lim

0 xSinx

xee xx

x −
−− −

→

. 

( ) ( ) 2
1

11

)cos(sin
lim

cos1

2
lim

)(

2
lim

000
=+=+=−=

−
−+=

−
−− −−

→

−

→

−

→ x

ee

x

ee

x

ee

xSinx

xee xxxx

x

xx

x

xx

x

 

2) Вычислить предел  
3

1
lim

3

3 +
−+

−→ x

ex

x

. Решение 1
1

lim
3

1
lim

3

3

3

3
==

+
− +

−→

+

−→

x

x

x

x

e

x

e  

Раскрытие неопределенностей  вида ∞∞  

Теорема 2. Пусть функции ( )xf  и ( )xϕ  дифференцируемы при всех 

ax ≠  в окрестности точки а, причем ( ) 0≠′ xϕ удовлетворяют условиям тео-

ремы Коши и ( ) ( ) ∞==
→→

xxf
axax
ϕlimlim , и если  ( )

( ) A
x

xf
ax

=
′
′

→ ϕ
lim , то 

( )
( )

( )
( ) A
x

xf

x

xf
axax

=
′
′

=
→→ ϕϕ

limlim  

Замечание 1. Последнее равенство справедливо и при А=∞ 
Замечание 2. Доказанная теорема распространяется на случай, когда 

х→∞ 
Замечание 3. Полученные формулы справедливы лишь тогда, когда пре-

дел, стоящий справа (конечный или бесконечный) существует. 
К предыдущим случаям сводятся случаи других неопределенностей, ко-

торые символически записывают так: 
a) 0⋅∞; b) 00; c) ∞0; d) 1∞; е) ∞−∞, и смысл которых состоит в следующем.  
a). Пусть ( ) ( ) ∞==

→→
xxf

axax
ϕlim,0lim  , требуется найти ( ) ( )[ ]xxf

ax
ϕ

→
lim . Это, не-

определенность типа 0⋅∞, которое легко преобразуется к неопределенности вида 

∞∞или00 . ( ) ( )[ ] ( )
( )

( )
( )хf

x

х

xf
xxf

axaxax 1
lim

1
limlim

ϕ
ϕ

ϕ
→→→

==  

b). Пусть ( ) ( ) 0lim,0lim ==
→→

xxf
axax
ϕ , требуется найти ( )[ ] ( )x

ax
xf ϕ

→
lim  или, как 

говорят, раскрыть неопределенность вида 00. Положив  ( )[ ] ( )xxfy ϕ= , пролога-

рифмируем обе части равенства ( ) ( )[ ]xfxy lnln ϕ= . Определив 
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( )( )yy
axax →→

= limln)ln(lim , и если ( )( ) by
ax

=
→

limln , то очевидно, что ( ) b

ax
ey =

→
lim . Если 

b=+∞, то ( ) +∞=
→

y
ax

lim , если b=-∞, то ( ) 0lim =
→

y
ax

. 

Пример. Найти ( )x

x
x

0
lim

→
. Положив xxy = , находим:  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ====
→→→→

xxxyy
x

x

xxx
lnlimlnlimlnlimlimln

0000

( )
0lim

1

1
lim

1

ln
lim

0200
=−=

−
==

→→→
x

х

х

х

x
xxx

, 

следовательно, ( )( ) 0limln
0

=
→

y
x

. Откуда 1lim 0

0
==

→
ey

x

, то есть 1lim
0

=
→

x

x
x  

2.7. Задачи по разделу «Производная» 
2.7.1. Решение задач. 

1. Найти производную функции tgxxу 763 2 −=  

Решение. ( ) ( ) ( )
xxx

xtgxхtgxxу
232

3

1

3

2
3 2

cos

74

cos

1
7

3

2
67676 −=⋅−⋅=′−

′











=′−

′
=′

−  

2. Найти производную функции 
xe

x
у

33= .  

Решение. 

( ) ( )
( )

( ) ( )
хх

х

х

хх

х

хх

x е

хх

е

хех

е

ехех

е

ехех

e

x
у

−=−=−⋅=
′

⋅−⋅
′

=
′









=′ 3333333333 2

2

2

2

32

2

333
 

3. Найти производную функции ( ) xexxy 22 12 ⋅+−=  

Решение. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′⋅+−+−=
′

⋅+−+⋅
′

+−=′ хexxехexxexxy xхxx 212141212 2222222  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2121421214 222222 xхxх exxеххexxехy ⋅+−+−=′⋅+−+−=′  

( ) ( )12422414 2222 ++=+−+−=′ ххeхххey xx  

4. Найти производную функции, заданной параметрическими уравнениями   
( )







++=

+=

22

1
2 tty

tarctgx . Решение. Применим формулу 
ttx xyy ′′=′ . 

( ) ( )
222 22

1
1

22

1
1

11

1

tttt
t

t
xt ++

=⋅
++

=′+
++

=′ , 

( )
22

1

222

22
22

222

1
22

2

2 ++
+=

++
+=′++

++
=′

tt

t

tt

t
tt

tt
yt

 

( )( ) ( ) 221
22

221

22

1

22

1 2

2

2

22
+++=

++
+++=

++++
+=′ ttt

tt

ttt

tttt

t
yx

 

5. Найти производную функции, заданной неявно 01325 22 =+++ xyxу     

Найдём производную от обеих частей равенства, считая у функцией х. 
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( ) 00122252 =+′⋅⋅+′+⋅+′ yxyxxyу  → 022102 =′+++′ yxyxyу  

Слагаемые с множителем y′  оставим в левой части равенства, а два других перенесём в 

правую часть с противоположным знаком. yxyxyу 21022 −−=′+′  

( ) yxxуy 21022 −−=+′  → ( ) ( ) ( ) ( )xуyxxуyxy ++−=++−=′ 522210 . 

6. Найти производную функции сложной функции ( )xearcctgу 5=  

Применим формулу ( )
21 u

u
arcctgu

+
′

−=′ . В нашем случае 
xeu 5= . 

Получаем ( ) ( )
( )

( )
x

x

x

x

x

x
x

e

e

e

xe

e

e
earcctgу

10

5

10

5

25

5
5

1

5

1

5

1 +
=

+

′
=

+

′
=′=′ . Здесь мы применили прави-

ло дифференцирования сложной функции. 
7. Найти производную функции ( )tgxxу cos= . 

Прологарифмируем данную функцию ( )xtgxу coslnln = . Найдём производную от обеих 

частей равенства 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

x
tgx

x

x

x

x
tgxx

x
xtgxxtgx

y

у

cos
sin

cos
cosln

cos
cos

cosln
cos

1
coslncosln

22

−⋅+=
′

+=′+′=
′

( )
xtg

x

x

y

у 2
2cos

cosln −=
′  → ( )

xxtg
x

x
yу cos

cos

cosln 2
2 =







 −=′  

8. Найти производную функции 22ln axxу +=  

Решение. 

( ) ( )′+
+

⋅
+

++=
′

+++⋅′=′ 22

2222

222222

2

11
lnlnln ax

axax
xaxaxxaxxу  

( )
22

2
2222

2222

22 ln
2

11
ln

ax

x
axax

axax
xaxу

+
++=′+

+
⋅

+
++=′  

2.7.2. Задачи для самостоятельного решения и домашнего задания 
Найти производные в точке х:  
1. 1252 27 ++−= xxxy  2. 27 xy =   3. ( ) xexxy 132 +−=  

2. xxy ln7=    5. 22 ln3 xxxy −=  6. xxy 32 23 −⋅=  

7. xxy sin2 2=   8. tgxy x4=   9. xxy 33 ⋅=  

10. xxy arcsin3=   11. ( )12 −= xxy  12. ( )1+= xxy  

13. ( ) ( )xx eey −+= 11  14. ( )122 += xxy  15. 21 xy −=  

16. ( )4sin xy =   17. 
2

2

1
1

ln
x

x
y

+
−=  18. 

2

2
ln

−
+=

x

x
y  

19. xy
2cos3=    20. 

22

22

ln
2

1

xa

xa

a
y

−
+=  21. 

2

2

1
ln

x

x
y

−
=  
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Вопросы для самопроверки 
1. Запишите приращение функции. Дайте определение производной. 
2. Что такое дифференцирование функции? Каков геометрический 

смысл производной? 
3. Запишите правила дифференцирования функций. 
4. Как найти производную от сложной функции? Покажите на примере. 
5. Дифференцирование неявной функции. 
6. Дифференцирование обратной функции. 
7. Производная функции, заданной параметрическими уравнениями. 
8. Приведите формулы дифференцирования тригонометрических 

функций. 
9. Приведите формулы дифференцирования обратных тригонометри-

ческих функций. 
10. Приведите формулы дифференцирования степенной, показательной 

и логарифмической функций. 
11. Что называется дифференциалом? Чем отличается дифференциал от 

приращения функции? 
12. Приведите формулы нахождения дифференциала от суммы, произ-

ведения и частного. 
13. Дайте определения производной второго порядка. Покажите на при-

мере нахождение производной второго порядка. 
3. Исследование функций с помощью производных 

3.1. Убывание и возрастание функций. Точки экстремума. 
Функция называется строго возрастающей на отрезке [a,b], если  

[ ]baxx ,, 21 ∈∀ , удовлетворяющих условию
21 xx <  выполняется неравенство 

f(x1)<f(x2). 
Функция называется строго убывающей на отрезке [a,b], если  

[ ]baxx ,, 21 ∈∀ , удовлетворяющих условию
21 xx <  выполняется неравенство 

f(x1)>f(x2). 

f'(x) Поведение функции 

+ возрастает  

- убывает 

Функция ( )xf  в точке 
1x имеет максимум, если в окрестности точки 

1x   

выполняется условие ( ) ( )11 xfxxf <∆+ . 

Функция ( )xf  в точке 
2x имеет минимум, если в окрестности точки 

2x   

выполняется условие ( ) ( )22 xfxxf >∆+ . 

Максимумы и минимумы функции называют экстремумами функции. 
Если производная,  не существует в какой – либо точке, то в этой точке 

производная терпит разрыв. 
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Значения аргумента,  при которых производная обращается в нуль или 
терпит разрыв, называются критическими точками.  

Знаки f'(x) при переходе через критическую точку 1x  

1xx <  
1xx =  1xx >  

Характер критиче-
ской точки 

+ ( ) 01 =′ xf  или разрывна - Точка максимума 

- ( ) 01 =′ xf  или разрывна + Точка минимума 

+ ( ) 01 =′ xf  или разрывна + Функция возрастает 

- ( ) 01 =′ xf  или разрывна - Функция убывает 

 

( )1xf ′  ( )1xf ′′  Характер критической точки 

0 - max 

0 + min 

0 0 - 

Пример. Дана функция xxxy 6
2

5

3

1 23 +−= . Найти точки экстремума и проме-

жутки возрастания и убывания функции. 
Решение.  Найдём производную функции:  652 +−=′ xxy . Вычислим значения 

х, при которых 0=′y : 0652 =+− xx  → 21 =x , 32 =x . Точки 21 =x  и 32 =x  являют-

ся критическими. Рассмотрим промежутки: ( )2,∞− , ( )3,2 , ( )∞,3  определим знак произ-

водной в каждом из  них. Пусть 0=x  ( ) 066000 2 >=+⋅−=′ xy . На промежутке  

( )2,∞−  0>′y . Положим 5,2=x  ( ) 025,065,255,25,2 2 <−=+⋅−=′y . На промежутке  

( )3,2  0<′y . Пусть теперь 4=x , тогда ( ) 0264544 2 >=+⋅−=′y .  

Следовательно, на промежутке  ( )3,2  функция убывает, а на множестве 

( ) ( )∞∪∞− ,32,  функция возрастает. При переходе через критическую точку 21 =x  

производная меняет знак с + на  - , а при  переходе через критическую точку 32 =x  про-

изводная меняет знак с - на  +. Из таблицы следует, что в точке 21 =x  функция имеет 

максимум, а в точке 32 =x  - минимум 

При нахождении наибольшего значения на отрезке [a,b] некоторой функции f(x) 
необходимо: 
� найти все максимумы функции на отрезке; 
� определить значения функции на концах отрезка, то есть вычислить f(a) и f(b); 
� из всех полученных значений функции выбрать наибольшее. Аналогично определя-

ется и наименьшее значение функции на отрезке. 
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Пример. Найти наибольшее и наименьшее значения функции ( ) 143 34 ++= xxxf  

на отрезке [ ]1;2− .  

Решение. Находим критические точки данной функции 
( ) ( )1121212 223 +=+=′ ххxxxf ; ( ) 0=′ xf  → ( ) 0112 2 =+хх  → 01 =x , 12 −=x . 

[ ]1;21 ∈x  и [ ]1;22 ∈x . Находим ( ) 10 =f , ( ) 01431 =+−=−f , ( ) 17132482 =+−=−f , 

( ) 81 =f . Итак, 0=наимf  в точке 2−=x , 17=наибf   в точке 1−=x  

3.2. Выпуклость и вогнутость графика функции 
Кривая называется выпуклой на интервале (a,b), если все точки кривой 

лежат ниже любой ее касательной на этом интервале. 
Кривая называется вогнутой на интервале (b,c), если все точки кривой 

лежат выше любой ее касательной на этом интервале. 
Точка, отделяющая выпуклую часть кривой от вогнутой или отделяющая 

вогнутую часть кривой от выпуклой, называется точкой перегиба. 

f"(x) Характеристика кривой 

+ вогнутая ∪ 

- выпуклая ∩ 
Пример. Исследовать функцию 55 +−= xxy  на выпуклость и вогнутость и най-

ти точки перегиба графика этой функции. 
Решение. Найдём вторую производную от данной функции и приравняем её к ну-

лю: 15 4 −=′ xy , 320xy =′′′ , 020 3 =x  → 0=х . Отмечаем 0>′′′y  при 0>x ; 0<′′′y  

при 0<x . 
Следовательно, график функции 55 +−= xxy  в интервале ( )0,∞−  выпуклый, а 

в интервале  ( )∞,0  вогнутый. Точка ( )5;0  есть точка перегиба. 

3.3. Асимптоты 
Часто приходится исследовать форму кривой y=f(x) при неограниченном 

возрастании (по абсолютной величине) абсциссы или ординаты переменной 
точки кривой или абсциссы и ординаты одновременно. 

Прямая А называется асимптотой кривой, если расстояние δ от перемен-
ной точки М кривой до прямой при удалении точки М в бесконечность стре-
мится к нулю. 

Прямая х=а называется вертикальной асимптотой кривой y=f(x), если 
( ) ( ) −∞=+∞=

→→
xfилиxf

axax
limlim   

Прямая y=b называется горизонтальной асимптотой кривой y=f(x), если 
( ) ( ) bxfилиbxf

xx
==

−∞→+∞→
limlim   

 



 
 

 23

Теорема. Если прямая y=kx+b является наклонной асимптотой кривой 
y=kx+b, то k  и b вычисляются по формулам  

 ( ) ( )[ ]kxxfb
x

xf
k

xx
−==

±∞→±∞→
lim,lim ...(1) 

Пример. Найти асимптоты графика функции 
xexy ⋅= . 

Решение.  Так как функция определена для всех значений аргумента, то верти-
кальных асимптот нет. 

По определению горизонтальной асимптоты имеем ( ) ∞=⋅=
+∞→+∞→

x

xx
exxf limlim , 

( ) ( ) 0
1

limlimlim,limlim =−=−=⋅−=+∞→−==⋅=
+∞→+∞→

−

+∞→−∞→−∞→ tttt

t

t

x

xx ee

t
etttxexxf .  

Следовательно,  прямая 0=y  есть горизонтальная асимптота. Наклонных асим-

птот нет, так как ( ) ∞==⋅==
∞→∞→∞→

х

x

х

xx
е

x

ех

x

xf
k limlimlim  

3.4. Построение графиков функций по характерным точкам 
Исследование функции и построение графика производится в следующем 

порядке: 
1. найти область определения функции; 
2. исследовать функцию на четность и нечетность; 
3. найти точки пересечения графика с осями координат; 
4. исследовать функцию на непрерывность, найти точки разрыва и ус-

тановить характер разрыва; найти асимптоты кривой; 
5. найти интервалы возрастания и убывания функции и ее экстремумы; 
6. найти интервалы выпуклости и вогнутости кривой; 
7. построить график по характерным точкам. 
Иногда порядок исследования целесообразно выбирать исходя из кон-

кретных особенностей данной функции. 
Вопросы для самопроверки 

1. Какая функция называется возрастающей (убывающей) на некото-
ром отрезке? Покажите на примере.  

2. Как определить интервалы возрастания и убывания функции с по-
мощью производной? Покажите на примере. 

3. Что называется минимумом (максимумом) функции на некотором 
интервале?  

4. Какие точки называются критическими? 
5. Как определить точки максимума и минимума  функции с помощью 

первой производной? Покажите на примере. 
6. Как определить точки экстремума  функции с помощью второй про-

изводной? Покажите на примере. 
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7. Какая кривая называется выпуклой (вогнутой) на некотором интер-
вале? 

8. Что такое точки перегиба  и как их найти?  
9. Что называется асимптотой? Какие асимптоты могут быть? 
10. Приведите формулы нахождения вертикальной и наклонной асим-

птот. 
11. Приведите формулы определения наклонной асимптоты. 
 
 

4. Функции нескольких переменных 
4.1. Общие понятия 

Если каждой паре ( )yx,  значений двух, независимых друг от друга, пе-

ременных величин x и y, из некоторой области их изменения D, соответствует 
определенное значение величины z, то говорят, что z есть функция двух незави-
симых переменных x и y, определенная в области D. 

Обозначение: ( )yxfz ,= , ( )yxFz ,= . 

Совокупность пар ( )yx,  значений x и y, при которых определяется 

функция ( )yxfz ,= , называется областью определения этой функции (ООФ) 

ООФ геометрически представляет собой совокупность точек на плоско-
сти или всю плоскость. 

Линию, ограничивающую какую-либо часть плоскости (области) будем 
называть границей области. 

Точки области, не лежащие на границе, будем называть внутренними 
точками области. 

Если к области относятся внутренние точки и точки границы, то область 
называется замкнутой. 

Область, состоящая из одних внутренних точек, называется открытой. 
Область называется ограниченной, если существует такое постоянное 

число с , что для любой точки M области выполняется неравенство cOM < , 

где O  - начало координат. 

Примеры: 1. yxz 25 += . ООФ – вся плоскость. 2. 229 yxz −−= . ООФ 

круг с центром в начале координат и радиусом равным 3. 
3.2. Геометрическое изображение функции двух переменных 

Рассмотрим функцию ( )yxfz ,=  (1), определенную в области D на плос-

кости Oxy и систему декартовых координат Oxyz  
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В каждой точке ( )yx,  восстановим перпендикуляр к плоскости Oxyи на 

нем отложим отрезок равный ( )yxf , . Тогда получим в пространстве точку P  с 

координатами ( )yxfzyx ,,, = . 

Множество точек P , координаты которых удовлетворяют уравнению (1), 
называются графиком функции двух переменных. 

Из курса аналитической геометрии известно, что уравнение (1) в про-
странстве определяет некоторую поверхность. Таким образом, графиком функ-
ции двух переменных является поверхность, которая проектируется на плос-
кость Oxy в область определения функции D. 

4.3. Частное и полное приращение функции. Частные производные. Пол-
ный дифференциал 

Рассмотрим функцию ( )yxfz ,= , заданную в области D. Дадим x прира-

щение x∆ , а y будет const, тогда z получить приращение, которое называют 
частным приращением z по x и обозначают через zx∆ , так что 

( ) ( )yxfyxxfzx ,, −∆+=∆   …(2). 

Аналогично, если x сохраняет постоянное значение, а y получает прира-
щение, то приращение zy∆  называют частным приращением z по y 

( ) ( )yxfyyxfzy ,, −∆+=∆    …(3). 

Дав аргументу x приращение x∆ , а аргументу y приращение y∆ , полу-

чим для z приращение z∆ , которое называется полным приращением функции z: 
( ) ( )yxfyyxxfz ,, −∆+∆+=∆ ...(4) 

Частной производной по x функции ( )yxfz ,=  называется предел отно-

шения zx∆  к приращению x∆  при 0→∆x . Обозначение: xz′ , ( )yxf x ,′ , хz ∂∂ , 

xf ∂∂ . 

По определению ( ) ( )
x

yxfyxxf

x

z

x

z
x

x

x ∆
−∆+=

∆
∆

=
∂
∂

→∆→∆

,,
limlim

00
 

Частной производной по y функции ( )yxfz ,=  называется предел отно-

шения zy∆  к приращению y∆  при 0→∆y . Обозначение: yz′ , ( )yxf y ,′ , yz ∂∂ , 

yf ∂∂ . 

По определению ( ) ( )
y

yxfyyxf

y

z

y

z
y

y

y ∆
−∆+=

∆
∆

=
∂
∂

→∆→∆

,,
limlim

00
 

Полное приращение функции ( )yxfz ,=  имеет вид вид: 
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( ) ( )
yxy

y

yxf
x

x

yxf
z ∆⋅+∆⋅+∆⋅

∂
∂+∆⋅

∂
∂=∆ 21

,, γγ     …(1). 

Сумма двух последних слагаемых является бесконечно малой высшего 

порядка относительно 22 yx ∆+∆=∆ρ . Сумма первых двух слагаемых есть 

выражение линейное относительно x∆  и y∆  и представляет собой главную 

часть приращения. 
Главная часть приращения функции ( )yxfz ,=  называется полным диф-

ференциалом и обозначается dz или df . 

С учетом сказанного, равенство (1) принимает вид: 
( ) ( ) yyxfxyxfdz yx ∆⋅′+∆⋅′= ,, , но yxdzz ∆⋅+∆⋅+=∆ 21 γγ , тогда dzz ≈∆ . 

Приращения независимых переменных будем называть дифференциалами 
независимых переменных x  и y  и обозначать dx и dy  

dy
y

f
dx

x

f
dz

∂
∂+

∂
∂=  - выражение полного дифференциала функции двух пе-

ременных z=f(x,y). 
4.4. Поверхности уровня. Производная по направлению. Градиент. 

Пусть в пространстве 3R  имеется область V , в которой задана функция 

( )zyxuu ,,= …(1). В этом случае говорят, что задано скалярное поле в области 

V . 

Рассмотрим точки в области V , в которых функция ( )zyxu ,,  имеет по-

стоянное значение c : ( ) czyxu =,,   …(2). 

Совокупность этих точек образует некоторую поверхность. Давая c  раз-
личные значения, получим различные поверхности, которые называются по-
верхностями уровня.  

Пример. Определить линии уровня функции 221 yxz −−= . 

Решение. Линиями уровня будут линии с уравнениями cyx =−− 221 . Это ок-

ружности с радиусом c−1 . В частности при 0=c  имеем 122 =+ yx . 

Производная функции ( )zyxuu ,,=  по направлению вектора Sв произ-

вольной точке М(х,у,z) имеет вид γβα coscoscos ⋅
∂
∂+⋅

∂
∂+⋅

∂
∂=

∂
∂

z

u

y

u

x

u

S

u , где αcos , 

βcos , γcos - направляющие косинусы вектора S
r

, 
x

u

∂
∂ , 

y

u

∂
∂ , 

z

u

∂
∂  - частные про-

изводные в точке М. 
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Пусть в области V  задана функция ( )zyxuu ,,= , имеющая непрерыв-

ные частные производные. 

Градиентом функции ( )zyxu ,,  называется вектор, определяемый по 

формуле: k
z

u
j

y

u
i

x

u
gradu

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=     

Пример. Дана функция 
222 zyxu ++=  и точка ( )1,1,1M . Найти ( )Mgradu , 

( )( )Mgraduu ∂∂ . 

Решение.  x
x

u
2=

∂
∂ , y

y

u
2=

∂
∂ , z

z

u
2=

∂
∂ , zkyjxigradu 222 ++=  

( ) kjigradu M 222 ++=  

32=
M

gradu   31cos =α , 31cos =β , 31cos =γ  

( ) 32
3

1
2

3

1
2

3

1
2 =⋅+⋅+⋅=

∂
∂

gradu

u    
( ) gradu
gradu

u =
∂

∂ . 

Замечание. Если ( )yxuu ,= , то градиент равен j
y

u
i

x

u
gradu

∂
∂+

∂
∂=  и лежит 

в плоскости Oxy. 

4.5. Частные производные различных порядков. Экстремумы. 

Частные производные ( )yxf
x

z
x ,′=

∂
∂ , ( )yxf

y

z
y ,′=

∂
∂  функции ( )yxfz ,=  яв-

ляются функциями переменных x и y. Поэтому от них можно снова находить 
частные производные. Обозначения вторых частных производных: 

( )yxf
x

z
xx ,

2

2

′′=
∂
∂ , ( )yxf

yx

z
xy ,

2

′′=
∂∂

∂ , ( )yxf
y

z
yy ,

2

2

′′=
∂
∂ , ( )yxf

xy

z
yx ,

2

′′=
∂∂

∂ .  

Функция ( )yxfz ,=  имеет максимум в точке ( )000 , yxM , если в окрест-

ности этой точки выполняется условие  ( ) ( )yxfyxf ,, 00 > .  

Функция ( )yxfz ,=  имеет минимум в точке ( )000 , yxM , если в окрест-

ности этой точки выполняется условие  ( ) ( )yxfyxf ,, 00 < .  

Максимум и минимум функции называются экстремумами функции. 
Теорема 1. Если функция ( )yxfz ,=  достигает экстремума  при 

0xx = , 

0yy = , то ( ) 0, 00 =∂∂ хyxf , ( ) 0, 00 =∂∂ yyxf  или ( ) хyxf ∂∂ 00,  и ( ) yyxf ∂∂ 00,  не 

существует. 
Точки, в которых 0=∂∂ xz  и 0=∂∂ yz  (или не существует), называются 

критическими точками функции ( )yxfz ,= . 
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Введем обозначения ( ) Axf M =∂∂
0

22 , ( ) Byxf M =∂∂∂
0

2 , ( ) Cyf M =∂∂
0

22 . 

Теорема 2. Если в некоторой области, содержащей точку ( )000 , yxM  

( ) 0, 00 =∂∂ хyxf , ( ) 0, 00 =∂∂ yyxf , то при 
0xx = , 

0yy = . 

1. ( )yxf ,  имеет максимум, если 02 >− BAC  и 0<A ; 

2. ( )yxf ,  имеет минимум, если 02 >− BAC  и 0>A ; 

3. ( )yxf ,  не имеет ни максимума, ни минимума, если 02 <− BAC ; 

4. Требуется дополнительное исследование, если 02 =− BAC . 
Пример. Исследовать на максимум и минимум функцию 

12322 +−++−= yxyxyxz . 

Решение. 

1. 

22

32

−+−=
∂
∂

+−=
∂
∂

yx
y

z

yx
x

z
  





=−+−
=+−

022

032

yx

yx   





=
−=

31

34

y

x  

2. 2
2

2

=
∂
∂=
x

z
A , 1

2

−=
∂∂

∂=
yx

z
B , 2

2

2

=
∂
∂=
y

z
C  

( ) 03122 22 >=−−⋅=− BAC  

Следовательно, в точке 






−
3

1
;

3

4  данная функция имеет минимум 
3

4
min −=z . 

Замечание. Теория максимумов и минимумов функции нескольких пере-
менных является основной для метода наименьших квадратов. 

4.6. Метод наименьших квадратов 
В основе метода наименьших квадратов (МНК), используемого для полу-

чения формул функциональных зависимостей на основании экспериментальных 
данных, лежит теория экстремумов функции нескольких переменных. 

  Пусть на основании эксперимента требуется установить (1) функцио-
нальную зависимость величины y от величины x: y=ϕ (x) 

  В результате эксперимента получено “n” значений функции y при соот-
ветствующих значениях x.  См. таблицу 

X x1 x2 … xn 

Y y1 y2 … yn 

Вид функции y= )(xϕ  устанавливается или из теоретических соображе-

ний, или на основании характера расположения на координатной плоскости 
точек, соответствующих экспериментальным значениям. 

Если точки расположены на координатной плоскости как показано на ри-
сунке  а, то функцию y=φ(x) следует искать в виде y = ax+b . Если точки (xi,yi) 
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расположены как показано на рисунке 8 б, то функция y= φ(x) ищется в виде 

y=axb . 
При выбранном виде функции y = φ(x,a,b, …m) необходимо подобрать 

параметры a,b, …m  по методу наименьших квадратов. Рассмотрим сумму 
квадратов разностей значений yi и функции φ (x,a,b,…m) в соответствующих 

точках: ( ) 2

1

)],...,,([,..., mbaxymbaS
n

i
ii∑

=

−= ϕ  …(2) 

Параметры a,b, …m  подбираются так, чтобы сумма S имела наименьшее 

значение: ( ) min)],...,,([,..., 2

1

=−=∑
=

n

i
ii mbaxymbaS ϕ    …(3) 

Функция S(a,b, …m) имеет min, если ,0=
∂
∂
a

S    ,0=
∂
∂
b

S   , … 0=
∂
∂
m

S ... (4) 

И мы имеем n уравнений с n неизвестными. Решая полученную систему, 
находим a,b, …m 

Пусть y=ax+b. Составим сумму квадратов разностей значений yi и функ-

ции axi+b. ( ) 2

1

)]([, ∑
=

+−=
n

i
ii baxybaS     … (5) 

 

Найдём частные производные функции ( )baS ,  и приравняем их к нулю: 

( )[ ]

( )[ ]











=+−−=
∂
∂

=+−−=
∂
∂

∑

∑

=

=
n

i
ii

n

i
iii

baxy
b

S

xbaxy
a

S

1

1

02

02
   

 

Y  

X  O 

•  

•  

•  

•  

•  

Y  
 
 
 
y2 

y1 

   О   x1      x2              X  

              

•  
•  

•  
•  а) б) 

Рис. Пояснение  к выбору формулы  по  
расположению  экспериментальных  данных  
(точек) на плоскости  ОХУ . 
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Сделаем преобразования системы уравнений. 













=−

=+

⇒













=−−

=−−

∑∑

∑∑∑

∑∑

∑∑∑

==

===

==

===
n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

ybnxa

xyxbxa

bnxay

xbxaxy

11

111

2

11

11

2

1

)(

0

0)(
…(6) 

Введём обозначения ∑
=

=
n

i
ixA

1

, 2

1

)(∑
=

=
n

i
ixB , ∑

=

=
n

i
ii xyC

1

, ∑
=

=
n

i
iyD

1

 

Получим систему двух линейных уравнений с двумя неизвестными a и b: 





=+
=+

DnbAa

CAbBa                                    …(7) 

Решая систему (7), например, по формулам Крамера, легко можем найти 
неизвестные параметры   a и b. 

Задача. Методом наименьших квадратов определить зависимость между величи-
нами х и y  по экспериментальным данным. 

X 1 2 3 4 5 6 7 8 
Y 0.33 0.49 0.59 0.65 0.71 0.75 0.87 0.81 

Решение. Для записи системы (7) вычислим суммы ∑
=

n

i
ix

1

2)( , ∑
=

n

i
ix

1

, ∑
=

n

i
ii yx

1

, ∑
=

n

i
iy

1

.     

Составим таблицу 
X 1 2 3 4 5 6 7 8 36 
Y 0.33 0.49 0.59 0.65 0.71 0.75 0.77 0.81 5.1 

2
ix  1 4 9 16 25 36 49 64 204 

ii yx  0.33 0.98 1.77 2.60 3.55 4.50 5.39 6.48 25.6 

Получаем систему уравнений 




=+
=+
1.5836

6.2536204

ba

ba . В результате решения этой систе-

мы получаем, а≈0,063, b≈0,354. Уравнение зависимости величины у от величины х при-
нимает следующий вид 354,0063,0 += xу . 

4.7. Задачи по разделу «Функции нескольких переменных» 
4.7.1. Решение задач. 

1. Найти частные производные функции двух переменных 
yxyxz 12232 +−−= . 

Решение. Вычисляем производную по х, считая у константой. 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 22020212232 −=+−−=′+′−′−′=′ ххyxyxzх  

Теперь вычисляем производную по у, считая х константой. 

( ) ( ) ( ) ( ) 12312030122 2232 +−=+−−=′+′−′−′=′ yyyxyxzу . 

Ответ: 22 −=′ хzх , 123 2 +−=′ yzу . 
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2. Найти частные производные xxz′′ , yyz′′ , xyz′′  функции 

yyxxxz 487 223 +−++=  в  точке М(1;1). 

Решение. Вычисляем производную по х, считая у константой. 
 8143008143 22 ++=+−++=′ xxxxzх . 

Вычисляем производную по у, считая х константой. 
4242000 +=+−++=′ уyzу . 

Теперь вычисляем производную от производной первого порядка 

8143 2 ++=′ xxzх  по переменной х: ( ) 1468143 2 +=′++=′′ хxxz ххх
 

Вычисляем производную от производной первого порядка 42 +=′ уzу
 по 

переменной у: ( ) 242 =′+=′′ ууу уz . 

Наконец вычисляем производную от производной первого порядка 

8143 2 ++=′ xxzх  по переменной у: ( ) 0146 =′+=′′
уху хz . 

Вычислим значения производных в точке М: 
( ) ( ) 201416146 =+⋅=+=′′

ММхх хz  

Ответ: 20=′′
ххz , 2=′′

ууz , 0=′′
хуz  

3. Показать, что 
zyxz

u

y

u

x

u

++
=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂ 3 , если )3ln( 333 xyzzyxu −++=  

Решение. Применим формулу ( ) uuu ′=′ln  

( )
xyzzyx

yzx

xyzzyx

xyzzyx

x

u x

3

33

3

3
333

2

333

333

−++
−=

−++

′
−++=

∂
∂ ;  

xyzzyx

xzy

y

u

3

33
333

2

−++
−=

∂
∂ ; 

xyzzyx

xzz

z

u

3

33
333

2

−++
−=

∂
∂ ; 

xyzzyx

xyyzxzzyx

z

u

y

u

x

u

3
3

333

222

−++
−−−++=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂ =

))((
3

222

222

yzxzxyzyxzyx

yzxzxyzyx

−−−++++
−−−++

, 

zyxz

u

y

u

x

u

++
=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂ 3 .  Что и т. д. 

4. Доказать, что 
xy

z

yx

z

∂∂
∂=

∂∂
∂ 22

, если .
x

y
arctgz =

 

Решение. Применим формулу ( ) uuarctgu ′=′
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22

2

22

2

2

2

2

2

2

1

0

1
yx

y

x

yx
x

y

x

y
x

y

x

y
x

y

x

z

+
−=

+

−
=

+

−

=
+

′









=
∂
∂

( )
( ) ( )222

22

222

22

22

2 21

yx

xy

yx

yyyx

yx

y

yx

z

+
−=

+
⋅−+⋅−=

′










+
−=

∂∂
∂

 

22

2

22

2

2

1

1
ух

х

x

yх

х

x

y
x

y

y

z

+
=

+
=

+

′









=
∂
∂

 ; ( ) ( )222

22

222

222 2)(1

yx

ху

yx

xxyx

xy

z

+
−=

+
⋅−+⋅=

∂∂
∂

 

ху

z

yx

z

∂∂
∂=

∂∂
∂ 22

 . Что и т. д. 

5. Даны функции хуyyxxz +++= 223 32 точка )1;1(A и вектор 

jia 34 −=r .  Найти: 1) gradz в точке А ; 2) производную в точке  А по на-

правлению вектора a
r

. 

Решение. 1) Применим формулу вычисления gradz в точке A .   

    ( ) j
y

u
i

x

u
gradu

АА

А ⋅








∂
∂+⋅









∂
∂=  

Вычислим частные производные в точке A : 

( ) 1311161666 2 =+⋅⋅+⋅=++=








∂
∂

А

А

ухух
x

u , 

( ) 61121323 2 =+⋅+⋅=++=








∂
∂

А

А

хух
у

u     

( ) jigradu А 613 +=  
2) Применим формулу вычисления производной по направлению вектора 

a
r

  в точке A :  βα coscos ⋅








∂
∂+⋅









∂
∂=









∂
∂

ААА y

u

x

u

S

u . 

Частные производные в точке A  найдены: 13=








∂
∂

Аx

u , 6=








∂
∂

А
у

u . Вы-

числим направляющие косинусы вектора jia 34 −=r :     
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( ) 5

4

34

4
cos

2222
=

−+
=

+
==

yx

xx

aa

a

a

a
rα , 

( ) 5
3

34

3
cos

2222
−=

−+

−=
+

==
yx

yy

aa

a

a

a
rα  

8,6
5

34

5

3
6

5

4
13 ==







−⋅+⋅=








∂
∂

Аа

u  

Ответ: 1) ( ) jigradu А 613 += , 2) 8,6=








∂
∂

Аа

u  

4.7.2. Задачи для самостоятельного решения и домашнего задания 
Найти частные производные от функций:  
1. yxxyxz 222 32 +−=  2.  zyxzyxu 222 ++=  3. yxz 4cos3=   

4. 
2

2

x

y

y

x
z +=   5. ( )22ln yxz +=   6. 

yx

xy
z

+
=  

7. y

z

y

x

eeu
−

+=   8. 
3 x

y
yxz +=   9. yxxyez 2+=  

Найти производные приведённых функций по направлению вектора а
r

 в 
заданной точке:  
1. 85 23 +−= xyyxz , jiа +=r  в точке М(1;1) 

2. 







 +=
xy

yx
z

22

ln , jiа 86 +=r  в точке М(1;2) 

3. ( )yx eez += ln , jiа +=r  в точке М(0;0) 

Найти gradz и gradz : 

1. 
122 ++

=
yx

xy
z  в точке М(0;3) 

2. ( )2yxz −=  в точке М(1;1) 

3. 
xy

e
z

yx

2

22+

=  в точке М(1;1). 

Найти экстремумы функции двух переменных: 
1. 2263 yxyxyxz −−−+=  2. 23 66 yxyxz ++=  

3. 33 262 yxyxz +−=   4. 
yx

xyz
42 ++=  

5. yxyxz 12232 +−−=   6. 23 362 yxyxz ++−=  

7. yyxxxz 487 223 +−++=  8. 33 9 yxyxz +−=  
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9. ( ) ( )yxxyz 42 ++−=   10. yxyxz 923 32 −−+=  

11. 
yx

xyz
39 ++=    12. yxyxz 2742 32 −−+=  

13. xyyxz 68 33 +−−=   14. 
yx

xyz
39 ++−=  

15. 23 5.0612 yxyxz +−=   16. ухxyxz 243062 23 −−+=  

17. yхyyxz 302426 32 −−+=  18. 186 33 +−−= yxyxz  

19. 13 2223 −++−= yxxyxz  20. ( )222 yxxez −−= . 

 
Вопросы для самопроверки 

1. Дайте определение функции двух переменных. 
2. Что такое область определения функции двух переменных. 
3. Какая область называется замкнутой, открытой, ограниченной? 
4. Что называется графиком функции двух переменных? 
5. Запишите частное и полное приращение двух переменных. 
6. Дайте определение частных производных. Запишите формулу пол-

ного дифференциала двух переменных. 
7. Чем отличается полный дифференциал от полного приращения 

функции? 
8. Запишите формулу расчета производной по направлению. 
9. Дайте определение градиента. 
10. Дайте определение максимума и минимума функции двух перемен-

ных. 
11. В чём сущность метода наименьших квадратов? 

5. Задачи контрольного задания 
Задачи №1-10. Найдите пределы функций, не пользуясь правилом Лопи-

таля. 

1. а) 
23

21
lim

−
−

∞→ x

x
x

; б) 
x

xx
x 3

11
lim

0

−−+
→

; в) 
20 5

cos1
lim

x

x
x

−
→

; г)
x

x x

x









−
+

∞→ 2

3
lim  

2. а) 
12
1

lim
3

3

+
+

∞→ x

x
x

; б) 
7

32
lim

7 −
−+

→ x

x
x

; в) 
x

x
x 5

3arcsin
lim

0→
; г) 

x

x x

x









+
−

→ 12
12

lim
8

 

3. а) 
2

52
lim

3

23

−+
−+

∞→ xx

xx
x

; б) 
xx

xx
x −

−
→ 21

lim ; в) 
x

x
x

2cos1
lim

0

−
→

; г) 
x

x x

x
2

4
14

lim 






 +
∞→

 

4. а) 
22
63

lim
2

24

+−
−+

∞→ xx

xx
x

; б) 
131

lim
0 −+→ x

x
x

; в) 
arctgx

x
x

5
lim

0→
; г) ( ) x

x
x

1

0
21lim +

→
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5. а) 
15
562

lim
2

2

−−
−+

∞→ xx

xx
x

; б) 
2

2

0

11
lim

x

x
x

−−
→

; в) 
2

3

0

coscos
lim

x

xx
x

−
→

; г) 
x

x x

x









−
+

∞→ 1

1
lim  

6. а) 
112

53
lim 4

4

+−
++

∞→ xx

xx
x

; б) 
x

x
x

11
lim

0

−+
→

; в) 
20

3coscos
lim

x

xx
x

−
→

; г) 
x

x x

x









−
+

∞→ 2

2
lim  

7. а) 
42

42

32

52
lim

xx

xxx
x ++

+−
∞→

; б) 
x

x
x

24
lim

0

−+
→

; в) 
20

5coscos
lim

x

xx
x

−
→

; г) 
x

x x

x









−
+

∞→ 3

3
lim  

8. а) 
53

135
lim 2

2

−+
+−

∞→ xx

xx
x

; б) 
x

x
x

39
lim

0

−+
→

; в) 
x

x
x 2cos1

6cos1
lim

0 −
−

→
; г) 

x

x
x

416
lim

0

−+
→

 

9. а) 
4

4

22
lim

xx

xx
x +−

−
∞→

; б) 
x

x
x

22
lim

0

−+
→

; в) 
xxtg

x
x 22

4cos1
lim

0

−
→

; г) )4(
2

2

2

)53(lim −

→
− x

x

x
x  

10. а) 
2

2

33

15
lim

xx

xx
x −

+−
∞→

; б) 
22

2
lim

2 −
−

→ x

x
x

; в) 
20

6cos2cos
lim

x

xx
x

−
→

; г) )3(
2

3
)83(lim −

→
− x

x
x  

Задачи №11-20. Найти производные данных функций 
11.           1. xxу sin3 5 −=      2. tgxxу ⋅=         3. ( ) xexxy 22 12 ⋅−+=      

                4. 




−=
=

)41/(1

)2arcsin(
2ty

tx                  5. 01223 23 =−−− xyxу          

12.           1. xexу += 44         2. xxу lnsin ⋅=         3. ( ) xexxy −⋅−+= 122     

       4. ( )
( )





−=

−=
2

2

1cos

1

ty

tx                      5. 08523 32 =−+− xyxу  

13.     1. xxу ln33 −=      2. xeу x arcsin⋅=    3. ( ) xexxy 22 12 −⋅−+=              

4. ( )
( )





−=

−=
2

2

1sin

1

ty

tx                      5. 023 234 =−+ yxxу    

14.   1. xxу arcsin5 2 −=    2. xxу ln3 2 ⋅=     3. ( ) xexxy 32 12 −⋅−+=                 

4. ( )






−=

=

52

2

ty

ttgx                                5. 0252 233 =+−+ xyxу     

15.     1. arctgxxу += 44   2. 
x

x
у

cos34

ln

−
=     3. ( ) xexxy 42 53 ⋅−+=              

4. 
( )





=
+=

2

2

3

7

tctgy

tx                         5. 07443 234 =+−+ yxxу   

16.       1. arctgxxу 755 −=      2. 
xe

x
у

53=     3. ( ) xexxy −⋅−+= 952 2                
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4. ( )
( )





=

−=
2

4

arccos

1ln

ty

tx                         5. 0645 32 =+++ xyxу    

17.    1. xxу cos210 3 +=     2. 
ctgx

x
у

2

=     3. ( ) xexxy 22 12 ⋅+−=             4. 

( )
( )




=
+=

tarcctgy

tx 21/3                         5. 0632 234 =+−− xyxу            

18.     1. xxу cos210 3 +=      2. 
ctgx

x
у

2

=      3. ( ) xexxy 22 12 ⋅+−=              

4. ( )
( )




=
+=

tarcctgy

tx 21/3                         5. 0632 234 =+−− xyxу            

19.      1. 
xexу ⋅= 5

      2. 
4x

ctgx
у =          3. ( ) xexxy 22 952 −⋅−+=               

4. ( )






−=

=

52

2

ty

ttgx                               5. 0143 232 =+++ xyxу      

20.     1. tgxxу 763 2 −=         2. 
xe

x
у

3 4

=       3. ( ) xexxy 32 43 −⋅+−=                  

4. ( )






++=

+=

22

1

2

2

tty

tarctgx                         5. 01132 223 =+++ yxxу   

Задачи №21-30. Исследовать методами дифференциального исчисления 
функцию и, используя результаты исследования, построить её график. 

21. )4(4 2xxy +=  

22. )1()1( 22 −+= xxy  

23. )1( 23 += xxy  

24. )3()5( 2 −−= xxy  

25. )1(4 33 −= xxy  

26. xxy )(ln=  

27. 
22 xxey −=  

28. )4ln( 2 −= xy  

29. )1ln( 2 += xy  
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30. )9ln( 2xy −=  

Задачи №31-40. Дифференциальное исчисление функций нескольких пе-
ременных. 

31. Дана функция 522 )( yxyz −= . Показать, что   
2

11
y

z

dy

dz

ydx

dz

x
=+  

32. Дана функция )arcsin()3(2 xyxyz += . Показать, что  022 =+− y
dy

dz
xy

dx

dz
x  

33. Дана функция )12ln( 22 +++= xyxz .  Показать, что   02

2

2

2

=+
dy

zd

dx

zd  

34. Дана функция xyez = . Показать, что 022 2

2
2

2

2

2
2 =++− xy

dy

zd
y

dxdy

zd
xy

dx

zd
x  

35. Дана функция )ln( yexz −+= . Показать, что          02

22

=−
dx

zd

dy

dz

dxdy

zd

dx

dz  

36. Дана функция yxz = . Показать, что   0
2

=−
dy

dz

dxdy

zd
x  

37. Дана функция yxz = . Показать, что  
dx

dz
xy

dxdy

yd
y )ln1(

2

+=−  

38. Дана функция xyxez = .  Показать, что   02 2

2
2

2

2

2
2 =++

dy

zd
y

dxdy

zd
xy

dx

zd
x  

39. Дана функция )sin( ayxz += .  Показать, что  
2

2

2

2

dx

zd
a

dy

zd =  

40. Дана функция yxyyz sin)(cos −+= .  Показать, что  
dy

dz

dxdy

zd
yx =−

2

)(  

Задачи №41-50. Даны функции ),,( yxzz = точка ),( 00 уxA и вектор а.  

Найти: 1) gradz в точке А ; 2) производную в точке  А по направлению векто-

ра а       

41. 22 yxyxz ++=       А(1;1)   jia −= 2
r

 

42. 22 32 yxyxz ++=   А(2;1)   jia 43 −=r  

43. )35ln( 22 yxz +=     А(1;1)   jia 23 +=r  

44. )45ln( 22 yxz +=     А(1;1)   jia −= 2
r

 

45. xyxz 65 2 +=            А(2;1)   jia 2+=r  

46. ( )2xyarctgz =           А(2;3)   jia 34 −=r  
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47. )arcsin( 2 yxz =      А(1;2)   jia 125 −=r  

48. )43ln( 22 yxz +=     А(1;3)   jia −= 2
r

 

49. 324 23 yxxz +=        А(-1;2)   jia 34 −=r  

50. xyyxz 222 53 +=      А(1;1)   jia += 2
r

 

Задачи №51-60. Экспериментально получены пять значений искомой 
функции )(xfy = при пяти значениях аргумента, которые записаны в таблице. 

Методом наименьших квадратов найти функцию )(xfy = в виде baxy +=  

Х 1 2 3 4 5 
51 

у 4,3 5,3 3,8 1,8 2,3 
Х 1 2 3 4 5 

52 
у 4,5 5,5 4,0 2,0 2,5 
Х 1 2 3 4 5 

53 
у 4,7 5,7 4,2 2,2 2,7 
Х 1 2 3 4 5 

54 
у 4,9 5,9 4,4 2,4 2,9 
Х 1 2 3 4 5 

55 
y 5,1 6,1 4,6 2,6 4,1 
Х 1 2 3 4 5 

56 
y 3,9 4,9 3,4 1,4 1,9 
x 1 2 3 4 5 

57 
y 5,2 6,2 4,7 2,7 3,2 
x 1 2 3 4 5 

58 
y 5,5 6,5 5,0 3,0 3,5 
x 1 2 3 4 5 

59 
y 5,7 6,7 5,2 3,2 3,7 
x 1 2 3 4 5 

60 
y 5,9 6,9 5,4 3,4 3,9 
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