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1. Двойной интеграл

1.1. Определение двойного интеграла
Рассмотрим в плоскости ОХУ замкнутую область D, ограниченную линией L. Пусть в области D задана непрерывная функция 
[image: image542.bmp]. Разобьем область D, какими - нибудь линиями на n частей 
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, которые назовём площадками. Также обозначим и их площади 
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 (i=1,2,…,n). В каждой из площадок 
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 возьмём точку Pi  и вычислим 
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Рассмотрим произвольную последовательность интегральных сумм:
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При различных способах разбиения области  D на части 
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 - максимальный диаметр площадки 
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Предел интегральных сумм (1) последовательности (2) при 
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 (n→∞) называется двойным интегралом от функции 
[image: image14.wmf](

)

y

x

f

,

 по области D и обозначается 
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По определению имеем двойного интеграла равенство 
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Здесь dxdy и ds – элемент площади. Область D называется областью интегрирования.

Теорема 1. Если функция 
[image: image18.wmf](

)

y

x

f

,

 непрерывна в области D, то существует двойной интеграл от этой функции  по названной области, не зависящий от способа разбиения области на 
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 ни от выбора точек Pi  внутри 
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Теорема 2. Двойной интеграл от суммы функций по области D равен сумме двойных интегралов от этих функций по области D, то есть 
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⁭ По определению (3) запишем 
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 EMBED Equation.3  [image: image23.wmf](
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 EMBED Equation.3  [image: image24.wmf](
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Теорема 3. Постоянный множитель можно вынести за знак двойного интеграла, то есть 
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Теорема 4. Если область D разбита на две области D1 и D2 без общих внутренних точек, то имеет место равенство  
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1.2. Понятие двукратного интеграла
Область D называется правильной, если она обладает следующими свойствами:

1. Всякая прямая параллельная координатной оси пересекает границу области только в двух точках.

2. [image: image538.wmf](
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Область D аналитически задаётся системой двух двойных неравенств 
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Выражение 
[image: image28.wmf](
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 называется двукратным интегралом от функции 
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 по области D.
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В этом выражении сначала вычисляется интеграл, стоящий в скобках, причём интегрирование производится по y, а  х считается постоянным. Получается непрерывная функция от х: 
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. Функцию 
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 интегрируем по х: 
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Пример. Вычислить 
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Решение. 
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.Ответ: 
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1.3. Свойства двукратного интеграла
1. Теорема 1. Если правильную область D разбить на две области D1 и D2 прямой параллельной оси Ох или оси ОУ, то имеет место равенство 
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2. Теорема 2. Если m и М – наименьшее и наибольшее значения функции 
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 в области D, имеющей площадь S, то имеет место соотношение
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3. Теорема 3 (теорема о среднем). Двукратный интеграл от непрерывной функции 
[image: image40.wmf](
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 по области D с площадью S равен произведению площади S на значение функции в некоторой точке P области D, то есть 
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⁭ Из соотношения (2) имеем 
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 заключено между m и M. В силу непрерывности функции 
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 в области D она принимает в некоторой точке P этой области значение равное числу 
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1.4. Вычисление двойного интеграла

Теорема. Двойной интеграл от непрерывной функции  
[image: image49.wmf](
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 по правильной области D равен двукратному интегралу от этой функции по области D: 
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⁭ Разобьем область D прямыми линиями параллельными осям координат на n частей 
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Используя теорему 3 преобразуем каждое слагаемое по формуле 


[image: image53.wmf](

)

i

i

S

S

P

f

I

i

D

=

D


Тогда равенство (2) примет вид 
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Здесь Pi –точка области 
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[image: image56.wmf]0

®

d

 и n→∞  и используя определение двойного интеграла получим  
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Записывая выражение двукратного интеграла, получим равенство  (1)■
1.5. Замена переменных в двойном интеграле
Пусть в плоскости Оху дана область D, ограниченная линией L, в которой задана непрерывная функция 
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. Предположим, что координаты х и у являются функциями новых переменных u и v: 
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…(1). Функции (1) однозначны, непрерывны  и дифференцируемы в некоторой области D Числа u и v называются криволинейными координатами.  

Можно доказать, что связь между элементами площади dxdy и dudv имеет вид 
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Замена переменных в двойном интеграле имеет вид 
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 2. Тройной интеграл

2.1. Понятие тройного интеграла
Пусть в пространстве задана некоторая область V, ограниченная замкнутой поверхностью S. В области и на её границе определена непрерывная функция  точки f(Р). 

Разобьем область V произвольным образом на области 
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 EMBED Equation.3  [image: image68.wmf]i
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и будем увеличивать число малых областей так, чтобы 
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Предел интегральной суммы (1) при 
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 называется тройным интегралом от функции f(Р) по области V и обозначается 
[image: image73.wmf](

)

òòò

V

dv

P

f

.

По определению 
[image: image74.wmf](

)

(

)

(

)

òòò

òòò

å

=

=

D

®

=

V

V

n

i

i

i

dxdydz

z

y

x

f

dv

P

f

v

P

f

,

,

lim

0

1

d

…(2)

2.2. Трехкратный интеграл

Ограниченная замкнутой поверхностью S область V называется правильной, если она обладает следующими свойствами:

1. Всякая прямая, параллельная любой координатной оси, проведённая через область V, пересекает поверхность S в двух  точках.

2. Область V проектируется на любую координатную плоскость в правильную область D.

3. Всякая область, отсечённая плоскостью параллельной любой координатной плоскости, также обладает свойствами 1 и 2.

Примеры правильных областей: эллипсоид, тетраэдр, цилиндр, сфера, конус  и так далее. 

Пусть поверхность, ограничивающая область V снизу, имеет уравнение  
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 - функция определённая и непрерывная в области V. Предположим, что проекция области V на плоскость Oxy описывается неравенствами:  
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Тогда трёхкратный интеграл от функции
[image: image79.wmf](
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 по области V задаётся формулой 
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Замечание. Свойства трехкратного интеграла такие же, как и для двукратного интеграла.
2.3. Вычисление тройного интеграла

Теорема. Тройной интеграл от функции 
[image: image81.wmf](
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 по правильной области V равен трёхкратному интегралу по той же области, то есть 
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Замечание. Если 
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 - формула вычисления объема области V.
2.4. Замена переменных в в тройном интеграле

Пусть в правильной области V задана непрерывная функция  
[image: image85.wmf](

)

z

y

x

f

u

,

,

=

 и функции x=φ(u,t,w), y=ψ(u,t,w), z=χ(u,t,w)…(1). Функции (1), имеющие непрерывные частные производные, отображают область V в декартовых координатах x,y,z на область V` в криволинейных координатах u,t,w. И пусть элемент  объёма ∆v области V переходит в элемент объёма ∆v` области V` и 
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Здесь dxdydz – элемент объёма в системе Oxyz, dudtdw - элемент объёма в системе Outw, I – якобиан третьего порядка:
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…(3)

2.5. Тройной интеграл в цилиндрических координатах

В цилиндрической системе координат положение точки Р в пространстве определяется тремя числами: φ,r,z, где φ и r - полярные координаты проекции точки Р на плоскость Oxy и z – аппликата точки Р. Переход от декартовой системы координат к цилиндрической осуществляется по формулам: 
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Легко показать, что якобиан: 
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 EMBED Equation.3  [image: image91.wmf]
Тройной интеграл в цилиндрических координатах имеет вид: 
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Для любой точки пространства выполняются соотношения: 
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2.6. Тройной интеграл в сферических координатах
В сферических координатах положение точки в пространстве определяется тремя числами φ, r, θ, где r – расстояние точки от начала координат (радиус – вектор точки), θ  - угол между радиус – вектором и осью Оz, φ – угол между проекцией радиус – вектора на плоскость Oxy и осью Ox. Для любой точки пространства имеем  
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Переход от декартовой системы координат к сферической осуществляется по формулам: 
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Якобиан имеет вид 
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Тройной интеграл в сферических координатах выражается формулой: 
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3. Поверхностные интегралы

3.1. Интеграл по поверхности (поверхностный интеграл первого рода)

Интеграл по поверхности есть обобщение понятия о двойном интеграле по плоской области на случай интегрирования по поверхности. Пусть S - поверхность и f(M) – непрерывная функция точки на этой поверхности. 

Если уравнение поверхности S задано в явной форме z=φ(x,y) и функция f(M) выражается через координаты f(x,y,z), то формула вычисления поверхностного интеграла второго рода имеет вид: 
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Здесь 
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Интегралы по поверхности обладают всеми свойствами двойного интеграла.

3.2. Формула Остроградского

Формула Остроградского устанавливает связь между тройным интегралом по объёму V и интегралом по поверхности S, ограничивающей этот объём: 
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Величины 
[image: image102.wmf]g
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 - непрерывные функции, определённые на поверхности S. Если поверхность S задана в неявном виде 
[image: image103.wmf](

)

0

,

,

=

F

z

y

x

, то 
[image: image104.wmf]g

b

a

cos

,

cos

,

cos

 определяются по формулам:
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Здесь знак, стоящий перед радикалом должен быть согласован со стороной поверхности.

3.3. Поверхностный интеграл второго рода

Пусть поверхность S удовлетворяет условиям теоремы Остроградского. В каждой точке поверхности можно придать нормали два противоположных направления одно вне области V, а другое внутрь V. Поэтому у поверхности можно различать две стороны внешнюю и  внутреннюю. Пусть функции  P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) дифференцируемы в области V и на её границе S. Рассмотрим интегралы: 
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Очевидно, что при интегрировании по внешней стороне  на поверхности z2 
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 есть проекции элемента поверхности на координатные плоскости Оуz, Oxz, Оху: 
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  Так, что интегралы (1) приводится к виду  
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. При таком определении интегралов формулу Остроградского можно записать в следующем виде
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 В правой части равенства (2) стоит поверхностный интеграл второго рода, в котором интегрирование производится по внешней стороне поверхности S. 
4. Криволинейный интеграл
4.1. Криволинейный интеграл первого рода
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Пусть в пространстве задана некоторая кривая l , имеющая направление. А – начало и В – конец этой кривой. Предположим, что на l  задана непрерывная функция f(M). Разобьем l на n частей точками 
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Здесь 
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Предел суммы (1) при δ→0 называется криволинейным интегралом от функции f(M) по кривой l и обозначается 
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Предположим, что функция f(M) выражается через координаты (x,y,z), то есть f(M)=f(x,y,z), а кривая l задана параметрическими уравнениями 
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 При ∆t→0 получим равенство 
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И равенство (2) принимает следующий вид
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Равенство (3) есть формула вычисления криволинейного интеграла первого рода (по длине дуги).

Замечание 1. Если подынтегральная функция задана на плоскости f(x,y) и кривая l задана уравнением y=φ(x), a<x<b, то криволинейный интеграл по длине дуги вычисляется по формуле: 
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Замечание 2. Если f(x,y,z)>0, то 
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)

ò

l

dl

z

y

x

f

,

,

 представляет собой массу кривой l, имеющей переменную линейную плотность γ= f(x,y,z). Это есть  физическое истолкование криволинейного интеграла первого рода.

Основные свойства криволинейного интеграла 1-го рода
1. Криволинейный интеграл 1-го рода не зависит от направления пути интегрирования: 
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2. Криволинейный интеграл 1-го рода от суммы функций равен сумме интегралов от этих функций 
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3. Постоянный множитель можно вынести за знак криволинейного интеграла 1-го рода 
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4. Если контур интегрирования l разбит на два контура l1 и l2, то имеет место равенство 
[image: image141.wmf](

)

(

)

(

)

ò

ò

ò

+

=

2

1

,

,

,

,

,

,

l

l

l

dl

z

y

x

f

dl

z

y

x

f

dl

z

y

x

f


4.2. Криволинейный интеграл второго рода

Пусть в пространстве задана некоторая кривая l , имеющая направление. А – начало и В – конец этой кривой. Предположим, что на l  задана непрерывная вектор - функция 
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Криволинейным интегралом от вектора 
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вдоль ориентированной кривой l называется величина, определяемая по формуле: 
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Так как 
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. Поэтому равенство (1) примет вид 
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Это равенство есть формула вычисления криволинейного интеграла 2-го рода (интеграл по координатам).

Замечание 1. Криволинейный интеграл 2-го рода есть работа, совершаемая переменной силой 
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  на криволинейном пути интегрирования АВ. Это есть механическое истолкование криволинейного интеграла 2-го рода.

Замечание 2. Если криволинейный интеграл задан на плоскости и кривая l задана уравнением y=φ(x), a<x<b, то криволинейный интеграл вычисляется по формуле: 
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Замечание 3. Если путь интегрирования l есть простая замкнутая кривая, то 
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 берётся по этому контуру против хода часовой стрелки (положительное направление).

Криволинейный интеграл 
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 - называется циркуляцией вектора 
[image: image156.wmf]F

w

 по замкнутому контуру l.

4.3. Формула Грина
Пусть в плоскости Oxy дана правильная область D, ограниченная линией L. Эта область задана системой двух двойных неравенств
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Предположим, что в области D заданы дифференцируемые  функции P(x,y) и Q(x,y). Формула Грина устанавливает связь между двойным интегралом по плоской области D и криволинейным интегралом по её границе L: 
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 Эта формула названа по имени физика и математика Д. Грина (1793-1841).

4.4. Формула Стокса

Пусть имеем поверхность σ, заданную уравнением z=f(x,y). Границу поверхности σ обозначим через λ. Положительное направление нормали 
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 выберем так, чтобы выполнялось условие 
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. Всякая прямая параллельная оси Oz пересекает σ в одной точке. Предположим, что поверхность σ находится в некоторой области V. Пусть в области V заданы дифференцируемые функции P(x,y,z), Q(x,y,z) и R(x,y,z). 

Формула Стокса имеет вид:
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  В. Стокс английский физик и математик (1819-1903).

Замечание. Вектор 
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, определяемый по формуле 
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,  называется вихрем или ротором векторной функции 
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Таким образом, формула Стокса в векторной форме: 
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Теорема Стокса. Циркуляция вектора вдоль контура некоторой поверхности равна потоку вихря через эту поверхность.

Из формулы Стокса следует, что если
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…(12), то криволинейный интеграл по любой пространственной замкнутой кривой  λ равен нулю: 
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Это значит, что криволинейный интеграл не зависит от формы кривой интегрирования. При выполнении (12) подынтегральное выражение есть полный дифференциал некоторой функции u(x,y,z):


[image: image171.wmf](

)

z

y

x

du

Rdz

Qdy

Pdx

,

,

=

+

+

 и, следовательно, 


[image: image172.wmf](

)

(

)

M

u

N

u

du

Rdz

Qdy

Pdx

N

M

N

M

-

=

=

+

+

ò

ò

 

5. Элементы теории поля

5.1. Дифференцирование вектора
Рассмотрим переменный вектор 
[image: image173.wmf](
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, зависящий от численного параметра t. Этот вектор будем откладывать от начала координат, точки О. При изменении t конец переменного вектора  
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 опишет некоторую кривую L. Пусть ОМ и ОМ1 положения переменного вектор соответственно при значениях параметра t и t+∆t: 
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Разделив вектор (1) на ∆t, получим вектор 
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 параллельный вектору  
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Производная (2) есть вектор, направленный по касательной к кривой L в точке М. Он зависит от t и его производная по t даёт вторую производную 
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 и так далее. Запишем разложение вектора 
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. Тогда согласно определению (2) имеем 
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Следовательно, дифференцирование вектора сводится к дифференцированию его компонент. 

5.2. Векторное поле. Общие понятия
Рассмотрим векторное поле 
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. В каждой точке пространства, где поле задано, 
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Векторной линией поля 
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 называется такая кривая L, в каждой точке которой касательная имеет направление вектора 
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 (см. рис.). Дифференциальные уравнения векторных линий поля 
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Здесь 
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 - дифференцируемые функции в области пространства V. 

Если провести все векторные линии, через точки некоторой поверхности S, то их совокупность даст векторную трубку.

5.3. Расходимость
Выделим в векторном поле область пространства V, ограниченную поверхностью S, а n направление нормали к поверхности S, внешней по отношению к области V. Применим формулу Остроградского к функциям Аx, Ay, Az. 
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Интеграл по поверхности, стоящий в правой части равенства (1) называется потоком поля через поверхность. Подынтегральная функция в объемном интеграле называется расходимостью или дивергенцией векторного поля и обозначается символом 
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Следовательно, формула Остроградского в векторной форме имеет вид: 
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Из равенства (3) следует, что объёмный интеграл от расходимости равен потоку поля через поверхность этого объёма.

Дадим определение расходимости не связанное с выбором координатных осей. Пусть точка М окружена небольшим объёмом V1, поверхность которого есть S1. По формуле (3) имеем
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Применяя теорему о среднем к объёмному интегралу, получим:
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Здесь 
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 и V1 – есть величина объёма V1. При сжимании объёма к точке М равенство (4) даст величину расходимости в самой точке М: 
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Таким образом, расходимость поля в токе М есть предел отношения потока поля через малую замкнутую поверхность, окружающую точку М, к объёму ограниченному этой поверхностью.

5.4. Вихрь

Покажем, что поле 
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 порождает некоторое векторное поле. Принимая 
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, напишем формулу Стокса для поверхности S, которая ограничена линией L.
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Пусть 
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 - направленный элемент дуги кривой L (малый вектор). Тогда выражение, стоящее под знаком криволинейного интеграла есть 
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Вектор 
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,  называется вихрем или ротором векторной функции 
[image: image211.wmf]k

R

j

Q

i

P

F

r

r

r

r

+

+

=

 и обозначается 
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Этот вектор образует векторное поле, которое называется вихрем поля 
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. Формула Стокса в векторной форме имеет вид:
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Здесь 
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Формула Стокса: Циркуляция поля вдоль контура некоторой поверхности равна потоку вихря через эту поверхность.

Дадим определение вихря не связанное с выбором координатных осей. Пусть m есть некоторое направление, проходящее через точку М, и σ – малая плоская площадка, проходящая через эту точку нормально к m. Применим к поверхности σ равенство (1) и воспользуемся теоремой о среднем: 
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Отсюда находим 
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Здесь L есть контур σ и М1 некоторая точка этой площадки. Переходя к пределу при сжатии σ к точке М, получим значение вихря  на направление m в точке М: 
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5.5. Потенциальное поле

  Векторное поле 
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 называется потенциальным, если вектор 
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Из двух  приведённых  выражений для 
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В свою очередь, предполагая, что функция 
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 имеет непрерывные частные производные второго порядка, из этих равенств получаем 
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Векторное поле 
[image: image231.wmf]A
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, для которого выполнено равенство (2) называется безвихревым. Следовательно, всякое потенциальное поле является безвихревым.

5.6. Соленоидальное поле

Векторное поле 
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, у которого расходимость равна нулю, то есть 
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В силу формулы Остроградского для такого поля имеем
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Здесь S – произвольная замкнутая поверхность, внутри которой поле 
[image: image235.wmf]A
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 существует.

Примем за поверхность S часть некоторой векторной трубки, выделенную двумя её сечениями S1 и  S2. На боковой поверхности трубки 
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. Применяя к этой векторной трубке равенство (1) будем иметь 
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Равенство (2) показывает, что интеграл 
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Задача. Найти циркуляцию векторного поля, 
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Решение. Формула Стокса имеет вид
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Вычислим вихрь векторного поля 
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[image: image245.wmf]Направление нормали 
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Ответ: Ц=-12π.

6. Примеры решение задач.

Задача №1. Вычислить двойной интеграл 
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Решение. Построим область D. Область D можно записать аналитически в виде двух двойных неравенств: 
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Вычислим определённый интеграл по переменной у, считая х константой. 
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Вычислим определённый интеграл от функции 
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Задача №2. Вычислить тройной интеграл 
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Решение. Запишем тройной интеграл в виде трёхкратного:
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Вычислим интеграл по переменной х, считая у и z константами. 
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Сократим на уz и применим формулу Ньютона-Лейбница
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Вычислим интеграл от функции 
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Вычислим интеграл от функции 
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Ответ: 
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Задача №3. Найти векторные линии в векторном поле 
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Решение. Из условия следует, что 
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Дифференциальные уравнения (ДУ) векторных линий поля 
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 записываются в виде 
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Здесь 
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Применительно для нашего случая получаем ДУ векторных линий поля 
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Ответ: 
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Задача №4. Даны векторное поле 
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1. Вычислить поток векторного поля  
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 через поверхность S в направлении 
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2. Вычислить циркуляцию поток векторного поля  
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 по замкнутому контуру.

3. Вычислить поток векторного поля  
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 через полную  поверхность пирамиды Т в направлении внешней нормали к её поверхности применив теорему Остроградского. Сделать чертёж.
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Решение. 1. Вычислим поток векторного поля  
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 через поверхность S в направлении 
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 через поверхность S определяется по формуле 
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 - уравнение плоскости, проходящей через точки А, В, С.
Найдём проекцию ∆АВС на плоскость ОYZ.
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2. Вычислим циркуляцию поток векторного поля  
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 по замкнутому контуру.

Направление интегрирования по замкнутому контуру L вычисляется против хода часовой стрелки А→С→В→А. Поэтому 
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Отрезок АС: у=0, 
[image: image327.wmf]1

2

4

=

+

-

z

х


[image: image328.emf] 

2  

- 4   O  

Z  

Х  

В  

А  



[image: image329.wmf]х

z

5

,

0

2

+

=

, 
[image: image330.wmf]
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Циркуляцию вычисляем по формуле: 
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Для нашего случая: 
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Отрезок СВ: х=0, dx=0, 
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Отрезок ВA: z=0, 
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 Циркуляция по замкнутому контуру АСВА равна: 
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3. Вычислим поток векторного поля  
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 через полную  поверхность пирамиды Т в направлении внешней нормали, к её поверхности применив теорему Остроградского.
Решение. Поток векторного поля  
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Область интегрирования аналитически записывается так: 
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Ответ: 
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Задача № 5. Найти работу силы 
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Решение. Работа силы 
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Запишем параметрическое уравнение полуокружности 
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Применяя формулы двойного аргумента, получим 
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7. Контрольная работа №8

Задача №5.  Вычислить двойной интеграл 
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, если граница области D задана некоторыми линиями. 
Таблица 1
	№ варианта
	Двойной интеграл
	Область D
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Задача №2.  Вычислить тройной интеграл 
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, если граница области V задана некоторыми поверхностями. 
Таблица 2
	№ варианта
	Двойной интеграл
	Область D
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Задача №3. Найти векторные линии в векторном поле 
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Таблица 3
	№ варианта
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Задача №4. Даны векторное поле 
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4. Вычислить поток векторного поля  
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5. Вычислить циркуляцию поток векторного поля  
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6. Вычислить поток векторного поля  
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 через полную  поверхность пирамиды Т в направлении внешней нормали к её поверхности применив теорему Остроградского. Сделать чертёж.

Таблица 4
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Задача № 5. Найти работу силы 
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Таблица 5
	№ В.
	Действующая сила 
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	Уравнение линии
	Нач. т. М
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Рис. 1. К определению двойного интеграла
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Рис. 2. К определению правильной области
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