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Введение 

Учебное пособие содержит основные теоретические 

положения раздела «Переходные процессы» курса 

«Теоретические основы электротехники». В учебном пособии 

приведены классические методы расчета переходных 

процессов в электрических цепях, алгоритмы расчетов 

операторным методом и расчеты с применением интеграла 

Дюамеля. 

Учебное пособие предназначено для студентов дневного 

отделения, обучающихся по плану подготовки бакалавров по 

направлению подготовки 140400 «Электроэнергетика и 

электротехника» по профилю подготовки 04 

«Электроснабжение». 

Учебное пособие может быть полезным для выполнения 

расчетных заданий и при подготовке к практическим и 

лабораторным работам по курсу «Теоретические основы 

электротехники». 
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Переходные процессы. 

Раздел 1. Расчет и анализ переходных процессов 

классическим методом. 

 

§1.1. Возникновение переходных процессов в                                                        

электрических цепях. Законы коммутации. 

  
Переходные процессы возникают при различных ком-

мутациях в цепях, содержащих индуктивности и емкости. 

       Коммутацией называются переключения в цепи, 

осуществляемые либо преднамеренно (включения или 

выключения источников энергии ко всей цепи или к какой 

либо ее части), либо при возникновении аварийных режимов 

(обрыва или короткого замыкания), либо переключения, 

лежащие в принципе действия какого либо устройства 

электроники (генераторы импульсов). 

      Коммутирующие элементы называются ключами. Они 

делятся на нормально разомкнутые (рис. 1а), нормально 

замкнутые (рис. 1б) и переключающие (рис. 1в). 

                                
                а)                                 б)                             в) 

Рис. 1 

 

        Значения токов и напряжений в цепи до переключений 

определяют установившийся докоммутационный режим в 

цепи. Обычно принимается, что коммутация осуществляется 

в цепи в момент времени t = 0, а при t > 0 начинается переход- 

ДЛЯ ЗАМЕТОК 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ДЛЯ ЗАМЕТОК 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5 

 

ный процесс. Ток и напряжение будут в  новом установи-

вшемся режиме при t = ∞. Практически можно считать пере-

ходный процесс законченным, когда координаты системы 

достигают 95% от своих значений в новом режиме. В 

электрических цепях это время мало и составляет доли 

секунд (рис. 2),  – время переходного процесса. 

 
Рис. 2 

 

Переходный процесс не может происходить мгновенно, 

если в электрической цепи есть индуктивность или емкость 

из-за инерционностей электрического поля и электро-

статического поля.  

При расчете переходных процессов используют два 

закона коммутации: 

1). Ток через индуктивность при коммутации не может 

измениться скачком. Ток будет изменятся до нового 

установившегося значения начиная со значения, которое он 

имел в последний момент перед коммутацией (рис. 3): 

                      iL (0_) = iL (0)                             (1.1) 
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Рис. 3 

 

2). Напряжение на емкости также не может измениться 

скачкообразно при коммутации (рис. 4): 

                                                (1.2) 

 

 
Рис. 4 

 

§1.2. Классический метод расчета переходных 

процессов. 

 
Классический метод расчета заключается в решении 

системы неоднородных дифференциальных уравнений, 

составленных по законам Кирхгофа для цепи после 

коммутации. Каждый ток и каждое напряжение в переходном 

процессе определяется как сумма их принужденных и 

свободных составляющих: 

                                                                    (1.3) 

ДЛЯ ЗАМЕТОК 
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Принужденные составляющие – это значения токов и на-

пряжений в новом (послекоммутационном) установившемся 

режиме цепи (теоретически при t = ∞). 

Свободные составляющие – это значения токов и напря-

жений, определяемые решением системы однородных диф-

ференциальных уравнений по законам Кирхгофа, соста-

вленных для цепи при исключении из нее всех источников 

энергии в режиме после коммутации, так как свободные 

составляющие возникают за счет изменения энергии 

электромагнитного поля индуктивностей и электростатиче-

ского поля емкостей. Постоянные интегрирования свобод-

ных составляющих определяются с помощью законов 

коммутации. 

 

§1.3. Переходный процесс в RL – цепи с 

источником постоянной ЭДС. 

 
В электрической цепи рис. 5 переходный процесс про-

изойдет при замыкании ключа S. 

 
Рис. 5 

 

Допустим, заданы схемные параметры цепи E, R0, R, L.  
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Определим как будут изменятся в переходном процессе 

токи и напряжения этой цепи. 

Расчет проведем классическим методом по следующим 

этапам: 

1). Рассчитаем все токи и напряжения до коммутации: 

 

                 E=u0+uR+uL=iR0+iR+ ;
dt

di
L

                        (1.4)
 

так как i=const, то  
dt

di
= 0 → uL=0→

RR

E
i




0

;  

                     u0=iR0=
RR

ER

0

0 ;                                          (1.5) 

                            uR=iR= .
0 RR

ER


                                               (1.6)

 

                                       

 

2).  Рассчитаем принужденный режим в цепи (при t=∞): 

           uLпр= ,
dt

di
L

пр
 

iпр=const→ 
dt

di
L

пр
=0 → , 

E=u0пр+uRпр+uLпр → E= iпрR, 

                    iпр= 
R

E
 ,   uRпр = iпрR=E.                                 (1.7) 

3). Рассчитаем свободный режим: 

В этом режиме цепь освобождена от внешних 

вынуждающих сил – источников энергии и цепь находится в 

режиме после коммутации. Свободные токи и напряжения в 

цепи определяются изменением энергии электромагнитного  
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поля индуктивности и электростатического поля емкости. 

Схема цепи в свободном режиме показана на рис. 6. 

 
Рис. 6 

 

 uRсв+uLпр=0,     0
dt

di
LRi св

св → 
pt

св Aei  .             (1.8) 

После алгебраизации дифференциального уравнения 

получим: 

dt

d
p  → 0 LpiRi свсв → 

L

R
p   [c

-1
]. 

Определим постоянную интегрирования А из уравнения 

прсв iii  , записанного для первого момента времени после 

коммутации при t(0): 

)0()0()0( прсв iii   , где iпр(0)= 
R

E
; iсв(0)=A , 

i(0)=i(0_)=
RR

E

0

, 

откуда получим:  

.)0()0(
0 R

E

RR

E
iiA пр 


  

Тогда свободный ток: 
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t

L

R

pt

св e
R

E

RR

E
Aei


















0                               (1.9)

 

4). Запишем выражение для переходных токов и 

напряжений; 

            

t
L

R

свпр e
R

E

RR

E

R

E
iii


















0

   ,                             (1.10) 

           

,
0

t
L

R

R eE
RR

RE
EiRu


















                                      

 (1.11) 





































 t
L

R
t

L

R

L e
RR

RE
Ee

R

E

RR

E

L

R
L

dt

di
Lu

00

 

                    

.
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t
L

R

e

R

R

E
E























                                 (1.12) 

Постоянная времени экспонент:  

                                  
R

L

p


1
  [c]                                     (1.13) 

Переходный процесс можно считать законченным через 

время равное (3-4)τ, за это время координаты входят в 5% 

коридор от своих новых установившихся значений. Графики 

переходных процессов показаны на рис.7. 
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напряжение на  тоже не может изменяться 

скачком. 

График  в интервале t1< t < ∞ построен по точкам 

уравнения  
 

 
Рис. 54 

 

Таким образом, получен график изменения выходного 

напряжения четырехполюсника при входном напряжении 

заданной формы. 
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Выходное напряжение в интервале t1< t < ∞: 

 
 

 
Значение  при t1 =1,5c: 

 

, 

это значение равно значению функции , т.е. при   

t1 =1,5c кривая  не имеет разрыва первого рода, что 

соответствует 1-му закону коммутации: ток через 

индуктивность не может изменятся скачкообразно. Так как 

через сопротивление  протекает ток индуктивности, то  
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§1.4. Переходный процесс в RL – цепи с 

источником синусоидальной ЭДС. 
 

 
Рис. 7 

 

Допустим, заданы параметры источника синусоидальной 

ЭДС )90sin( 0 tEe m  и значения схемных параметров R0, R, 

L (рис. 7). 

В классическом методе расчета все токи и напряжения в 

переходном процессе определяются как суммы их 

принужденных и свободных составляющих: 

 

1). Определяем значения тока и напряжения до ком-

мутации (при t˂0). 

Расчет проведем комплексным методом. Так как в цепи 

один источник энергии, для расчета применим метод экви-

валентных преобразований. 

Определим эквивалентный комплекс сопротивления всей 

цепи относительно источника ЭДС в режиме до коммутации. 
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Рис. 8 
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Рис. 53 

 

 
где: 

 

 
 

 
 

 
Тогда: 
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Из условия равенства нулю производной найдем время tm 

соответствующее максимальному значению  

 

 
 

 
Тогда 

 
 

 
 

График изменения  на интервале 0< t < t1 построим 

по точкам, задавая значение t в уравнении: 
, 

или сложив графически слагаемые этого уравнения (рис. 53). 

Постоянная времени экспоненты: 

 
В период времени t1< t < ∞ выходное напряжение 

определяется как суммарная реакция от двух составляющих 

входного напряжения:  

Реакция на первую составляющую рассчитана: 

 
Рассчитаем реакцию цепи на вторую состовляющую 

входного напряжения: 

 
Эту реакцию рассчитаем также по формуле интеграла 

Дюамеля: 
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030

0

jZeLjRRZ  
                                (1.14)

 

Значение аргумента комплексного сопротивления произ-

вольно принято равным 30
0
 для возможности качественно 

изобразить ток и напряжение на графике. 

Комплексное амплитудное значение тока в цепи опре-

деляется по закону Ома: 

             

.6060

30

90






j

m

jm

j

j

mm
m eIe

Z

E

Ze

eE

Z

E
I 




                       (1.15)
 

Перейдем от комплексного изображения тока к его ори-

гиналу, то есть к функции времени: 

),60sin(  tIi m 
 

где амплитудное значение тока
 

.
Z

E
I m

m 
                           

(1.16) 

Определим комплексное амплитудное напряжение на 

сопротивлении R по закону Ома: 

             
6060Re j

mR

j

mmmR eUIRIU 


.                         (1.17) 

Перейдем от комплексного значения к его оригиналу: 

                    
),60sin(  tUu mRR 

                                  (1.18) 

где напряжение на резисторе  

.RIU mmR 
 

Определяем комплексное амплитудное значение напряже-

ния на индуктивности по закону Ома: 

.1501509060 j

mL

j

m

jj

mmmL eULeILeeILjIU 



              (1.19) 

Перейдем от комплексного значения к его оригиналу: 

                      
)150sin(  tUu mLL 
,                               (1.20) 
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модуль напряжения на индуктивности  

LmmL XIU 
, 

где ХL=ωL - реактивное сопротивление индуктивности. 

2). Рассчитаем принужденный режим данной цепи 

(значения тока и напряжений в новом установившемся 

режиме после завершения переходного процесса), при t=∞. 

Рассмотрим схему после коммутации рис. 9. Расчет 

принужденного режима проводим комплексным методом 

эквивалентных преобразований. 

 

 
Рис. 9 

 

Эквивалентное сопротивление после коммутации: 

                           
,

050j

прпр eZLjRZ  
                                       (1.21) 

так как общее активное сопротивление в цепи уменьшается, а 

реактивное остаѐтся без изменения, аргумент комплексного 

сопротивления повышается, предположим до 50
о
. 

Определяем комплексное амплитудное принужденное 

значение тока в цепи: 

        

.4040

50

90






j

тпр

j

пр

m

j

пр

j

m

np

m
тпр eIe

Z

E

eZ

eE

Z

E
I 




                    

(1.22)
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Значение  при t = t1 =1,5c: 

 

 
 

Найдем максимальное значение этого напряжения, взяв 

производную от  
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Рис. 52 

 

интервале времени 0< t < t1, вторая – это реакция цепи на 

сумму двух напряжений (ивх1+ ивх2) на интервале t1< t < ∞. 

Для определения выходного напряжения применим 

интеграл Дюамеля. 

На интервале времени 0< t < t1: 

 

 

 
Тогда: 
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Перейдем от комплексного изображения тока к его ори-

гиналу: 

                  
),40sin(  tIi тпрпр 

                                   (1.23) 
где амплитудное значение принужденного тока:     

 
Определим комплексное амплитудное принужденное 

значение напряжения на активном сопротивлении: 

           
.Re 4040  j

mRnp

j

тпртnpmRnp eUIRIU 


                (1.24)
 

Перейдем от комплексного значения к его оригиналу: 

                      
),40sin(  tUu mRnpRnp 

                         (1.25) 
где .RIU mnpmRnp   

Определим комплексное амплитудное принужденное  

значение напряжения на индуктивности по закону Ома: 

.1301309040  j

mLnp

j

m

jj

mmnpmLnp eULeILeeILjIU 



     (1.26)

 

Перейдем от комплексного значения к его оригиналу: 

               
)130sin(  tUu mLnpLnp  ,                                 (1.27) 

где LmmLnp XIU  , .LX L   

3). Рассчитаем свободный режим в заданной цепи. 

Свободный режим определяет динамику переходного 

процесса. Токи и напряжения определяются при решении 

системы однородных дифференциальных уравнений по 

законам Кирхгофа. В этом режиме в электрической цепи 

должны отсутствовать внешние вынуждающие источники 

ЭДС и  тока,  так  как  свободные составляющие возникают за  
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счет изменения энергии электромагнитного поля индук-

тивности и электростатического поля емкости. Свободный 

процесс будет проходить в схеме рис. 10. 

 

 
Рис. 10 

 

По второму закону Кирхгофа составим уравнение для 

контура цепи: 

              uRсв+uLпр=0,→ 0
dt

di
LRi св

св → pt

св Aei  ,               
(1.28)

 

Определяем р путем алгебраизации дифференциального 

уравнения: 

                     

 LpiRi свсв  → 
L

R
p   [c

-1
].                      

 (1.29)
 

Определим постоянную интегрирования А по уравнению 

свпр iii  , записанному для первого момента времени после 

коммутации для момента t=0: 

),0()0()0( свпр iii   

где начальное значение тока через индуктивность, опре-

деляется по первому закону коммутации: 

i(0)=i(0_)= .60sin 
mI
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изображению (р) преобразуем полученное выражение (р) 

чтобы получить табличное соответствие вида: 

 
Выполним преобразование: 

 
 

 
Применяя табличное соответствие найдем оригинал 

переходной функции: 

 
Применим полученную переходную функцию для расчета 

выходного напряжения четырехполюсника при заданном 

входном напряжении. На интервале времени от нуля до t1 

входное напряжение изменяется с начального значения 

ивх1(0)=U0 по линейному закону: 

 
После t1 входное напряжение падает до нуля, что 

эквивалентно вступлению в действие напряжения ивх2 

одновременно с ивх1. 

Их сумма равна нулю (рис. 52). 

Напряжение ивх2 также изменяется по линейному закону: 

 
Таким образом, выходное напряжение будет состоять из двух 

составляющих: первая – это реакция цепи на напряжение ивх1 на 
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Применяя закон Ома в операторной форме выразим 

операторное напряжение на выходе  через 

операторное напряжение на входе  и параметры 

четырехполюсника: 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

Подав на вход четырехполюсника ступенчатую 

единичную функцию, операторное изображение которой 

 , на выходе получим переходную функцию (t) в 

операторной форме: 

 
Для получения оригинала (t) по его операторному  
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Остальные слагаемые определяются из соответст-

вующего режима при t=0:
 

;40sin)0( 
mnpпр Ii 

             
iсв(0)=A. 

Таким образом: 
 40sin60sin тпрm IIA    

Переходный ток: 

      свпр iii   = 

t
L

R

тпр AetI


 )40sin(                            
(1.30)

            
                                                     

 

Далее определяются принужденные и свободные состав-

ляющие напряжений: 

   
,)40sin(

t
L

R

mnpR RAetRIiRu


 
                              (1.31)

  

.)40cos(
t

L

R

mnpL Ae
L

R
tIL

dt

di
Lu











 

                   
(1.32)

 

 

§1.5. Пример расчета переходного процесса 

классическим методом. 

 
В цепи рис. 11 при заданных схемных параметрах:  

 
Рис. 11 
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E=33 В, R1=3 Ом, R2=2 Ом, R3=6 Ом, R4=7 Ом, L=1,8 Гн 

определим переходные процессы токов. 

Расчет проводим классическим методом по алгоритму: 

1). Рассчитаем токи и напряжения в цепи до коммутации, 

когда ключ S разомкнут. Так как Е=const, то токи и 

напряжения постоянны во времени, поэтому: 

                                

.03 
dt

di
LuL

                                                   
(1.33)

 

Расчет токов и напряжений проводим методом 

эквивалентных преобразований: 

           










324

324
1

1 )(

RRR

RRR
R

E
i 5 А.                                  

(1.34)
 

Определим напряжение между узлами цепи: 

                     

 







324

324

1
RRR

RRR
iu 18 В.                            

(1.35)
 

По второму закону Кирхгофа: 

                              u3+uL=u,                                            
(1.36)

 

так как uL=0, то u3=u=18 В. 

Определим токи и напряжения по закону Ома:  


3

3

3
R

u
i 3 А, 

                                                    





24

2
RR

u
i 2 А.                  

(1.37)
 

 111 Riu 15 В,      424 Riu 14 В,      222 Riu 4 В. 

2). Рассчитаем установившейся режим после коммутации 

(при t=∞), то есть принужденный режим.  
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Рассчитаем с помощью интеграла Дюамеля 

аналитическое выражение напряжения на выходе 

четырехполюсника ивых(t) и построим это напряжение 

графически. 

Решение: 

В формулу интеграла Дюамеля: 

 
входит переходная функция (t). Рассчитываем ее как реак-

цию системы на ступенчатую единичную функцию 

Хевисайда σ(t). Расчет (t) проведем операторным методом, 

заменяя четырехполюсник передаточным звеном с 

коэффициентом передачи в операторной форме (рис. 50): 

 

 
Рис. 50 

 

Для расчета  представим схему четырехполюсника в 

виде операторной схемы (рис. 51). 

 
Рис. 51 
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Применяя табличное соответствие определяем оригинал 

переходной функции: 

 
Пример: На вход четырехполюсника (рис. 48) подан 

входной сигнал  заданный графически (рис. 49). 

 
Рис. 48 

 

 
Рис. 49 

 

Параметры четырехполюсника заданы: 

R1=12Ом; R2=6Ом; R3=24Ом; L=2Гн. 

Параметры входного сигнала: 

U0=10B;  t1=1,5c;  t0=3c. 
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, так как R4=0; 0
3


dt

di
u

np

Lnp ,  так как .3 consti np   

                         

,33,7

32

32
1

1 A

RR

RR
R

E
i np 








                                  

(1.38)
 

 

,11
32

32

132 B
RR

RR
iuuu npnpnpnp 
















                                   
(1.39)

 

                                          
,2,2111 BRiu npnp 

                                (1.40)
 

              

,5,5
2

2

2 A
R

u
i

np

np         .83,1
3

3

3 A
R

u
i

np

np 

                     
(1.41)

 

 

3). Рассчитаем свободные составляющие токов. Для этого 

из схемы после коммутации исключаем все источники 

энергии. Ключ замкнут и в схеме рис. 12 не показан: 

                  


















0

0

0

3
3311

2211

321

dt

di
LRiRi

RiRi

iii

св
свсв

свсв

свсвсв

                                     

(1.42)
 

 

 
Рис. 12 
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Алгебраизируем систему дифференциальных уравнений 

заменяя 
dt

d

  

на   р. 

Главный определитель этой системы приравниваем к 

нулю: 

                            

,0

)R(0R

0RR

111

31

21 







Lp
                            

(1.43)
 

откуда получаем характеристическое уравнение этой цепи: 

0)()( 312132  LpRRRRLpRR . 

Решая уравнение получим: 

      
)( 12

312132

RRL

RRRRRR
p




 = −4c

-1
.                         

(1.44)
 

Так как корень характеристического уравнения один и он 

действительный, то общее решение для свободных 

составляющих токов запишется в виде: 

                                                            
,1

pt

св eAi   

                                                   
,2

pt

св eBi 
                                         (1.45)

 

                                                  
,3

pt

св eCi   

                                                 
.pt

LCB eDu   

Аналогично для остальных напряжений. 

Далее определяем постоянные интегрирования A, B, C, D. 

Постоянные интегрирования определим записав переходные 

токи и напряжения как суммы их принужденных и свободных 

составляющих для первого момента времени после 

коммутации: 
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Рис. 47 

 

По операторной схеме выразим операторное напряжение 

на выходе четырехполюсника через операторное напряжение 

на входе: 

 

 
откуда операторное изображение передаточной функции 

четырехполюсника: 

 
Операторное изображение переходной функции: 
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Реакция системы на единичную ступенчатую функцию 

называется переходной функцией системы  (t)=Kσ(t), если 

ступенчатая функция смещена, то также будет смещена и 

переходная функция  ( t – τ )=Kσ(t). Тогда выходной сигнал 

будет выражен в виде интеграла Дюамеля: 

 
Интеграл Дюамеля позволяет рассчитать выходной 

сигнал динамической системы при любой форме входного 

сигнала. 

Расчет переходной функции, входящей в интеграл 

Дюамеля, можно провести операторным методом: 

 (t)↔  (p)=K(p)σ(p),  

где σ(p)=  – операторное изображение ступенчатой функции, 

К(р) – операторное изображение передаточной функции ди-

намической системы. 

Если, например, динамическая система задана в виде че-

тырехполюсника электрической цепи с известными парамет-

рами элементов (рис. 46), то нужно составить ее операторную 

схему замещения (рис. 47). 

 
Рис. 46 

21 
 

                                     

                                    
)0()0()0( 111 свnp iii   

                                   
)0()0()0( 222 свnp iii 

                                    (1.46)
 

                                   
)0()0()0( 333 свnp iii   

                                           
)0()0()0( LCBLnpL uuu   

В этих уравнениях свободные составляющие при t=0 

будут равны: 

Аi св )0(1 ; Вi св )0(2 ; Сi св )0(3 ; DuLCB )0( .                   
(1.47) 

Аi np 33,7)0(1 
 
;  Аi np 5,5)0(2 

 
;  Аi np 83,1)0(3  ;  0)0( Lnpu . 

Для определения левых частей уравнений (1.46), составим 

схему цепи рис. 13 после коммутации при наличии 

источников энергии.  

 

 
Рис. 13 

 

Составим систему уравнений по законам Кирхгофа: 

           















EuRiRi

ЕRiRi

iii

L )0()0()0(

)0()0(

0)0()0()0(

3311

2221

321

                                        

(1.48) 
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По первому закону коммутации: ток через индуктивность 

не может изменяться скачком: 

,3_)0()0( 33 Аii 
 

)0();0();0( 21 Luii - неизвестные в системе уравнений (1.48). 

Решая систему получим: 

.4,8)0(;8,4)0(;8,7)0( 21 BuAiAi L   

Из уравнений (1.46), записанных для токов и напряжений 

при t=0 определяем постоянные интегрирования: 

;47,033,78,7)0()0( 11 AiiA np   

                        
;7,05,58,4)0()0( 22 AiiB np 

          (1.49)
 

;17,183,13)0()0( 33 AiiC np   

.7,804,8)0()0( AuuD LnpL   

Таким образом, выражения для токов и напряжения на 

индуктивности будут иметь вид: 
pt

свnp eiii  47,033,7111  

                                   

pt

свnp eiii  7,05,5222                          (1.50)
 

pt

свnp eiii  17,183,1333  

pt

LCBLnpL euuu  4,80  

 

Графически изменения токов в цепи и напряжения на 

индуктивности показаны на рис. 14. 

Все параметры в переходном процессе будут изменятся 

по экспоненциальному закону с одинаковой интенсивностью, 

определяемой постоянной времени: 
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Рис. 45 

 

где uвх (0) – значение входного сигнала при t=0; 

σ (t) – единичная ступенчатая функция Хевисайда; 

σ ( t – τ ) – смещенная ступенчатая функция. 

Реакция динамической системы – ее выходной сигнал ивых(t) – 

определяется передаточной функцией системы: 
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льными импульсами длительностью Δ, примыкающими друг 

к другу (рис. 45). 

Тогда сигнал s(t) приближенно равен сумме импульсов: 

 
Переходя к пределу при Δ→0, необходимо суммирование 

заменить интегрированием по формальной переменной τ, 

дифференциал которой dτ будет соответствовать величине 

шага дискретизации Δ. 

Так  как  

то получаем формулу динамического представления сигнала 

посредством дельта-функции: 

 
 

 

§3.2. Расчет реакции цепи на напряжение 

произвольной формы. 
 

 

Интегральное преобразование Лапласа является основой 

операторного метода исследования прохождения сигналов 

напряжения через динамические системы. Для этого входной 

сигнал выражается динамическим представлением 

посредством ступенчатой функции Хевисайда: 
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§1.6. Переходный процесс в RC – цепи с 

источником постоянной ЭДС. 

 
Рассмотрим переходные процессы токов и напряжений в 

цепи, содержащей активные сопротивления, емкость и 

источник постоянной ЭДС (рис.15). 

 

 
Рис. 15 

 

Рассчитаем переходные процессы токов и напряжений 

классическим методом по рассмотренному ранее алгоритму. 

1). Рассчитаем все токи и напряжения до коммутации: 

                                                    (1.51) 

, uR=iR=0, 

i=iC= , так как  uC = const; uC=E. 

2).  Рассчитаем принужденный режим в цепи (при t=∞): 

 
                     (1.52) 

                     (1.53) 
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При любом значении параметра ξ площадь импульса 

 равна 1. 

Если ξ→0, то площадь импульса остается равной 1, 

длительность будет равна нулю, а высота равна 

бесконечности. Предел такой функции называется дельта– 

функцией (функцией Дирака): 

 
и ее график изображен на рис. 43. 

Если смещена на интервал времени t0, то ее график 

имеет вид рис. 44. 

 
Рис. 43                                               Рис. 44 

 

Дельта-функция обладает единичным интегралом: 

 
Если рассматривать функцию Хевисайда как обобщенную 

функцию, то ее производная будет равна дельта – функции: 

 
При динамическом представлении сигнала с помощью 

дельта – функции реальный сигнал s(t) заменяется прямоуго- 
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Тогда для суммарной функции, состоящей из 

ступенчатых функций, (рис. 41) получим выражение: 

 

               
где k – число интервалов дискретизации Δ. 

Если Δ→0, то дискретная переменная kΔ заменяется 

непрерывной переменной τ, а приращение  – 

дифференциалами , при этом имеем формулу 

динамического представления сигнала посредством функции 

Хевисайда: 

    
Сигнал также можно представить динамически с помо-

щью функции Дирака (дельта-функции). Дельта–функция 

может быть получена как сумма двух ступенчатых функций 

(рис. 42): 

 
Рис. 42 
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                           (1.54) 

                            (1.55) 

3). Определим свободные составляющие токов и 

напряжений в переходном процессе. Для этого в цепи в 

послекоммутационном режиме исключим источники энергии 

(рис. 16). 

 

 
Рис. 16 

 

Заменяем эквивалентной схемой (рис. 17). 

 

 
Рис. 17 

 

                            (1.56) 

                        (1.57) 
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                                  (1.58) 

 

                                (1.59) 

 

                    

0
dt

du
CRu CcB

ЭCcB → 
pt

CcB Aeu   .           (1.60) 

После алгебраизации дифференциального уравнения 

получим: 

                         
CpuRu CcBЭCcB  → 

СR
p

Э

1
  [c

-1
]              (1.61) 

Определим постоянную интегрирования А из уравнения: 

                                          (1.62) 

при                                 (1.63) 

где по первому закону коммутации: 

                                                     (1.64) 

                                (1.65) 

 
тогда: 

                                                                 (1.66) 

откуда получим: 

                                                (1.67) 

 

              (1.68) 

          (1.69) 

откуда: 
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Рис. 41 

 

Если функция включения смещена на t0 и имеет 

амплитуду А, то смещенная ступенчатая функция запи-

сывается: 

 
и еѐ график изображен на рис.40. 
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Раздел 3. Интеграл Дюамеля. 

 

§3.1. Динамическое представление токов и 

напряжений с помощью функций Хевисайда и 

Дирака. 
 

При динамическом представлении, например, токового 

сигнала с помощью ступенчатых функций Хевисайда 

(функций включения) (рис.39) реальный сигнал s(t) 

заменяется суммой ступенчатых функций высотой s0 , (s1-s0), 

(s2-s1), (s3-s2), … возникающих через интервал времени, 

который называется шагом дискретизации Δ (рис. 41). 

Суммарный сигнал sΣ при уменьшении шага дискре-

тизации до нуля будет соответствовать исходному сигналу 

s(t). 

Каждая ступенчатая функция получена из «единичной» 

ступенчатой функции (функций включения): 

 
и еѐ график изображен на (рис.39). 

 

 
             Рис.39                                                 Рис.40 

27 

 
 

uc 

 
ucсв 

t  

A 

ucпр 
uc 

 
 

ic 

iс 

t  

 

         
 

 

 

i0 

 i0св 

t  0 

i0пр  

 

    

 

i 

iсв 

t  

Рис. 18 
 

iпр 
 

 



28 

 

                                                              (1.70) 

                              (1.71) 

 
Графически все эти параметры построены на рис. 18. 

 

§1.7. Пример расчета переходного процесса в RC - 

цепи. 

 
В цепи рис. 19 заданы параметры элементов: 

 

 
Рис. 19 

 

E=33B; R1=3Ом; R2=2Ом; R3=6Ом; R4=7Ом; С=830мкФ. 

Определим переходные процессы классическим методом: 

1). Рассчитаем все токи и напряжения до коммутации: 

i3= , так как uC = const; 
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Оригиналы операторных изображений зависят от вида 

корней характеристического уравнения. 

Если корни получились различные и действительные 

числа, то соответствующие  оригиналы запишутся в виде: 

 
В этом случае оригинал будет равен сумме экспонент, он 

будет иметь вид апериодической кривой. 

Если среди корней характеристического уравнения 

имеется один нулевой корень, то оригинал определяется: 

     
Если среди корней характеристического уравнения 

имеется пара комплексных сопряженных корней: 

 
то оригинал имеет вид: 

 
Если кроме пары комплексно-сопряженных корней 

имеется еще и нулевой корень, то: 

 
Если один из корней характеристического уравнения это 

мнимое число, то есть  то оригинал: 
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где первое слагаемое определяется по законам коммутации, а 

второе слагаемое по результатам расчета установившегося 

режима после коммутации (принужденного режима). Тогда 

операторная схема будет иметь вид рис. 38. 

 

 
Рис. 38 

 

Определив по операторной схеме свободные операторные 

токи и напряжения, найдем их оригиналы. 

 

§2.4 Формулы разложения. 

 
Формулы разложения предназначены для определения 

оригиналов функций по их операторному изображению 

полученному в виде рациональной дроби, то есть отношению 

двух полиномов вида: 

 
получаем корни характеристического 

уравнения  
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                                       u3= =0,                                (1.72) 

           ,                    (1.73) 

 

 

 

 
2).  Рассчитаем принужденный режим в цепи (при t=∞): 

;  

 

 

 

 
                 

 
 

3). Определяем свободные составляющие токов и 

напряжений в переходном процессе. Для этого составляем 

характеристическое уравнение данной цепи и определяем его 

корни. Для этого составим схему после коммутации 

исключив из нее источники энергии (рис. 20). 

 
Рис. 20 
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По законам Кирхгофа составим систему уравнений: 

 

                            (1.77) 

Алгебраизируем уравнение и получим  характеристичес-

кое уравнение, приравняв к нулю главный определитель 

системы:  

                                  (1.78) 

 

 

      
Домножим на Cp: 

        

 

 
Запишем общие выражения для всех токов и напряжений 

в соответствии с видом корней характеристического урав-

нения: 
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 – зависят от схемных параметров цепи. 

Прировняв , получим характеристическое 

уравнение, решая его определяем корни, которые называются 

полюсами.  

Характеристическое уравнение будет одинаково для всех 

режимных параметров цепи. Если приравнять к нулю 

числитель, получим корни, называемые нулями. 

Для  устойчивой  системы  выполняется  условие  и 

все коэффициенты в полиномах  должны быть больше 

нуля. 

После определения токов и напряжений в операторной 

форме в простом случае выражения получаются в табличной 

форме и по справочным данным определяются их оригиналы. 

В сложных случаях для определения оригиналов токов и 

напряжений применяется теорема разложения. 

2 случай:   В этом случае 

операторное изображение ЭДС получается сложным и 

поэтому вычисления будут достаточно громоздкими. Тогда 

удобно пользоваться комбинированным приемом расчета, а 

именно, вести расчет классическим методом определяя 

искомые токи как сумму принужденных и свободных 

составляющих,  причем принужденные составляющие 

определяются комплексным методом, а свободные 

составляющие определяются операторным методом. 

Операторная схема при этом не содержит внешних 

источников, а начальные значения свободного тока в 

индуктивности и свободного напряжения на емкости 

определяются как разности: 
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Определим начальное условие для тока через 

индуктивность и напряжение через емкость используя законы 

коммутации. Для этого рассчитаем ток через индуктивность: 

                   
Так как в установившемся режиме до коммутации все 

токи и напряжения в цепи были постоянными во времени, то 

падение напряжения на индуктивности и ток через емкость  

равны нулю. 

  
После этого составляем операторную схему данной цепи. 

Эта схема составляется для послекоммутационного режима, в 

ней все схемные параметры заменяются на их операторные 

изображения. В операторной схеме будут действовать 

операторные токи и напряжения (рис. 37), например, какой – 

либо операторный ток можно получить в виде отношения 

двух полиномов:  

 

 

 
Рис. 37 
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             (1.82) 

Определяем постоянные интегрирования, для этого 

запишем эти уравнения при t=0: 

 

 
                          (1.83) 

 
В этих уравнениях к 

 

 
                                                                 (1.84) 

     
 

Для определения токов и напряжений при t=0 составим 

схему цепи после коммутации (рис. 21). 

 

 
Рис. 21 
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его корни: 

 
 

§2.3 Общий случай расчета переходного процесса 

операторным методом. 

 
В цепи рис.36 рассчитаем переходный процесс для двух 

видов ЭДС. 

1 случай: Источник ЭДС – постоянный: 

 
 

 
Рис. 36 
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По операторному изображению находим оригиналы 

искомых функций. 

Таким образом, при расчете переходного процесса 

операторным методом рассчитываются операторные токи и 

напряжения в схеме после коммутации и их оригиналы, то 

есть переходные токи и напряжения. А расчет операторных 

токов и напряжений в образовавшейся операторной схеме, 

где действуют операторные изображения источников энергии 

и операторные изображения пассивных элементов 

(резисторов, индуктивностей, емкостей) производится любым 

известным методом расчета. 

Примечание 1.  Операторные сопротивления цепи можно  

просто определить из комплексных сопротивлений, заменив 

 

                                                                               Таблица 3 

Название Комплексное 

сопротивление 

Операторное 

сопротивление 

Резистор   
Индуктивность  * 

Ёмкость 

 

** 

*-если до коммутации через индуктивность не протекал 

ток, то есть iL(0)=0. 

**-если  

Примечание 2. Корни характеристического уравнения 

легко найти приравняв к нулю входное операторное 

сопротивление цепи. 
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По законам Кирхгофа: 

                                  (1.85) 

По второму закону коммутации: 0_) = 24,75 B. 

Решая систему уравнений получим: 

; ; . 

Определяем A, B, C, D: 

A = -0,64 A; B = 0,96 A; C = -1,605 A; D = 11,55 B. 

      Аналитические выражения переходных токов и                           

напряжений будут иметь вид:    

      (до коммутации ) 

      (до коммутации ) 

      (до коммутации ) 

      (до коммутации ) 

Графически все эти параметры построены на рис. 22. 

 

§1.8. Апериодический переходный процесс в    

RLC – цепи. 
 

Переходный процесс цепи содержащей активное 

сопротивление, индуктивность и емкость  может иметь 

колебательный и неколебательный характер в зависимости от 

схемных параметров цепи. 

Рассмотрим схему на рис. 23. 

При заданных значениях источника постоянной ЭДС, R, 

L, C  определим  переходные  процессы  токов  и  напряжений  

классическим методом. 

1). Определим параметры до коммутации (t : 

                    (1.86) 

       2). Определим принужденные значения токов и нап- 
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Рис. 23 

ряжений, которые будут в новом установившемся режиме 

после коммутации (при : 

            (1.87) 

3).Определим свободные составляющие токов и нап-

ряжений. Для этого рассмотрим цепь после коммутации,  и 

исключив ЭДС из схемы цепи (рис. 24). 

 

 
Рис. 24 

 

По второму закону Кирхгофа: 

,                      (1.88) 

откуда 

,                    (1.89) 
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ЭДС совпадают с направлением операторного тока через них, 

таким образом, схема будет иметь вид рис.35. 

 
Рис. 35 

 

       Для операторной схемы справедливы законы Кирхгофа в 

операторной форме: 

 

 
Закон Ома в операторном виде: 

    
 

После составления уравнений в операторной форме для 

операторной схемы, определяем операторные изображения 

искомых величин. 
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откуда 

 
где 

 

 

 

Величина  – операторное изображение 

внутренних ЭДС цепи с ненулевыми начальными условиями, 

которые характеризуют энергию изменения электромаг-

нитного поля индуктивности и энергию изменения электро-

статического поля емкости. 

Для схемы с нулевыми начальными условиями эти 

слагаемые обнуляются. 

Для полученного уравнения по второму закону Кирхгофа 

в операторной форме можно составить операторную схему 

данной цепи. Индуктивность реальной схемы заменяем 

операторным сопротивлением Lp и еѐ внутренней ЭДС Li(0), 

учитывающую энергию накопленную в индуктивности до 

коммутации. Активное сопротивление в схеме заменяем 

операторным сопротивлением R, не отличающимся по 

величине от активного сопротивления R, емкость заменяем 

операторным сопротивлением  и его внутреннее ЭДС 

 учитывающую энергию накопленную в конденсаторе 

до   коммутации.  Положительное   направление    внутренних  
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с учетом 

,                                (1.90) 

получим однородное дифференциальное уравнение                   

второго порядка: 

                                 (1.91) 

алгебраизируем уравнение и получим 

.                          (1.92) 

Решая квадратное уравнение, найдем его корни: 

                     (1.93) 

обозначим 

 
тогда 

                         (1.94) 

В зависимости от соотношений между  и  под корнем 

будет положительное число ( ) или отрицательное 

число ( ). Рассмотрим подробно эти варианты. 

а). Если  корни  и  будут действительные и не 

равные между собой , тогда 

       
где  - характеристическое сопротивление контура. 

В этом случае решение для (1.91) будет иметь вид: 

                         
тогда 
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Определяем постоянные интегрирования  и . Для 

этого общие выражения тока и напряжения на емкости 

                                                            (1.98) 

запишем их для первого момента времени после коммутации: 

                           (1.99) 

По второму закону коммутации: 

(0_)=E,                                (1.100) 

По первому закону коммутации: 

                               i(0)=i(0_)=0                                    (1.101) 

ucnp(0)=0,  inp(0)=0 

       Уравнения  (1.96) и  (1.97) при t=0 будут иметь вид: 

 
               (1.102) 

 

С учетом  (1.99) 

                                              (1.103) 

Решаем систему, получаем 

                                    

                                  
Таким образом, выражения токов и напряжений после 

коммутации: 
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§2.2 Законы Ома и Кирхгофа в операторной 

форме. Операторные схемы. 

 
Рассмотрим переходный процесс в RLC цепи рис.34. 

 

 
Рис. 34 

 

Допустим в данной цепи значения R0, R, L, C постоянные 

величины. А все токи и напряжения функции времени. 

Допустим в момент коммутации известны i(0) и uC(0). Для 

послекоммутационного режима по второму закону Кирхгофа: 

 
или 

 
Запишем полученные выражения в операторной форме: 
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                                                            Таблица 2 

Оригинал 

функции 

Операторное 

изображение 
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i 

i 

τ1 
t 

0 

Cp1A1 

Cp2A2 

τ2 

 
 

  

 

uL 

τ1 
t 

0 
 

 

τ2 

Рис. 25 
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Выражение для тока: 

 
(тоже выражение получится, если определить ток по урав-

нению ). 

Определим напряжение на индуктивности и резисторе: 

 

 
По этим уравнениям токи и напряжения будут изменяться 

после коммутации (рис.25).  
 

§1.9. Колебательный переходный процесс в      

RLC – цепи. 
 

 
Рис. 26 
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                                                    Таблица 1 

Оригинал 

функции 

Операторное 

изображение 

  

 L{f(t)} 

 L
-1

{F(t)} 

  

  

  
                                    

Найдем изображения некоторых типовых функций 

наиболее часто встречающихся в электротехнике: 

1)  

 
2)  

 

 
3)  

 
 

Другие соотношения приведены в таблице 2. 
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переходных процессов сводится к двум противоположным 

действиям:  

1) замена заданных функций времени операторными 

изображениями и, применяя законы Кирхгофа в операторной 

форме, определяются операторные выражения искомых 

величин; 

2) интерпретация результата, то есть переход от 

операторного изображения искомых величин с помощью 

обратного преобразования Лапласа к оригиналам искомых 

величин, то есть к функциям времени. 

       В основе операторного метода лежит преобразование 

Лапласа, где р – оператор Лапласа:  

 
 Преобразования Лапласа имеет следующие свойства: 

1). Изображение суммы оригиналов равно сумме 

изображений этих функций. 

2). Умножение оригинала на постоянный коэффициент 

соответствует умножению на этот же коэффициент и 

изображения. 

Определение оригинала функции по его операторному 

изображению производится по обратному преобразованию 

Лапласа: 

 

 
      Обозначение оригиналов и изображений приведено в 

таблице 1. 
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При заданных значениях L, R, C в цепи рис.26 определим 

переходные процессы классическим методом. 

1). До коммутации (t    

       2). Установившийся режим после завершения переход-

ного процесса при . Это принужденный режим: 

 

3). Свободный процесс в цепи рис.27 обусловлен изме-

нением энергии электростатического  поля конденсатора и 

энергии электромагнитного поля индуктивности. 

 

 
рис. 27 

 

Определим ток и напряжение в этом режиме по второму 

закону Кирхгофа: 

                            (1.109) 

Аналогично с рассмотренным ранее: 
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Рассмотрим случай, когда под корнем отрицательное 

число, тогда 

 

 
Таким образом, из характеристического уравнения 

получены два комплексных сопряженных корня: 

 

 
Это определяет вид решения однородного 

дифференциального уравнения: 

 
откуда 

= 

 
Для определения постоянного интегрирования А и 

начальной фазы v рекомендуется рассмотреть выражения для 

напряжения на емкости и тока на индуктивности, чтобы была 

возможность использовать закон коммутации. 

Эти два уравнения необходимы для расчета двух 

постоянных величин A и v. Для их определения запишем: 

                            

при t=0: 
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Определим постоянные интегрирования решая 

совместно третье уравнение системы (1.155) и третье 

уравнение системы (1.152): 

 

 

 
Получим ток : 

 
Аналогично определяются B1 и B2; N1 и N2; M1 и M2, и 

записываются выражения  

 

Раздел 2. Операторный метод расчета переходных 

процессов. 

 

§2.1. Преобразование Лапласа. Изображения 

некоторых электротехнических функций. 
 

Операционное исчисление позволяет интегрально - диф-

ференциальные уравнения привести к алгебраическим, при 

этом анализ переходного процесса сводится к решению 

алгебраических уравнений, где отыскивают не функции 

действительного переменного, каковым является время t, а 

функции комплексного переменного (изображения), переход 

к которым осуществляется с помощью преобразования Лап-

ласа. 

Основанный на этом преобразовании операторный метод 

расчета переходных процессов приводит к простым 

операторным схемам, которые описываются законами Ома и 

Кирхгофа в операторной форме. Расчет операторным методом 
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Продифференцируем уравнение при t=0: 

 
Продифференцируем уравнение E = uC + i1R1; 

 
откуда: 

 
Продифференцируем уравнение ; 

откуда: 

 
Решая совместно систему уравнений (1.155) и (1.152) 

находим постоянные интегрирования. 

Определим постоянные интегрирования решая первое 

уравнение системы (1.155) и первое уравнение системы 

(1.152): 

 
откуда: 

 
Таким образом, выражения для тока : 
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В уравнения входят параметры: 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

Из треугольника, связывающего параметры  

получим соотношение: 

 

 

 
В общем виде ток и напряжения: 

 

 

 
 

Графически ток и напряжение показаны на рис. 28. 
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Рис. 28 

 

§1.10. Предельно-апериодический переходный 

процесс в RLC-цепи. 

 
Предельно-апериодический переходный процесс в RLC-

цепи (рис.29) наступит при равенстве активного 

сопротивления в контуре его критическому значению. 

 

 
Рис. 29 
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В системе (1.154) производные принужденных значений 

определим из нового установившегося режима: 

 
Значения производных параметров определяются из 

схемы электрической цепи рис. 33. 

 
Рис. 33 

 

Составим уравнения по законам Кирхгофа: 

 
или 

                           

 

Из уравнения  при t=0: 

 
 

Продифференцируем уравнение при t=0: 
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Чтобы определить первое и второе слагаемое в левой 

части нужна еще одна система уравнений, для этого 

продифференцируем систему уравнений (1.147) и получим: 

 
 

При t=0 получим систему уравнений: 

 
Отсюда получим: 

 

43 

 

Определим ток и напряжение классическим методом при 

заданных параметрах и условии, когда  

 
    1). Рассчитаем цепь до коммутации: 

 
2). Рассмотрим установившейся режим после завершения 

переходного процесса при . Это принужденный режим: 

 

    3). Рассчитаем свободные составляющие: 

                           

  

Если , тогда  . 

Откуда следует:  

Решением однородного дифференциального уравнения 

будет выражение: 

                              
тогда 

 
Определим постоянные интегрирование А1 и А2 из 

решения системы уравнений записанных для t=0: 

                       

где 
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Подставляем в исходные уравнения и получим: 

 
Таким образом, общие выражения для напряжений и тока: 

 

 

 
Переходные процессы будут иметь предельно – апериоди- 

ческий характер. 

 

      

§1.11. Расчет классическим методом переходных 

процессов  в электрических цепях с двумя 

реактивными элементами. 

 
Задана схема электрической цепи рис.30 с параметрами:  

       R1=10Ом;  

       R2=30Ом;  

       R3=60Ом;  

       L=3  Гн;  

       Е=200B;  

       С= Ф. 

Определим переходные процессы для токов и 

напряжений  
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Рис. 32 

 

По второму закону коммутации напряжение на емкости 

не может изменяться скачком: 

 
По первому закону коммутации, ток через индуктивность 

не может изменятся скачком: 

 
Тогда получим систему по законам Кирхгофа: 

 
В этой системе из трех уравнений будут три неизвестных, 

значение которых определяем: 

i1(0)=8A, i2(0)=6A, uL(0)=0. 

Из системы уравнений (1.148) имеем: 
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Полученные действительные и различные корни 

характеристического уравнения позволяют записать общие 

выражения свободных составляющих как сумму двух 

экспонент, и тогда переходные токи и напряжения будут 

иметь вид: 

   

 

Определяем постоянные интегрирования, записав 

выражения токов и напряжений для первого момента времени 

после коммутации (при t=0). 

 
Определим принужденные значения при t=0 из 

выражений пункта 2).  

 
Определим значения искомых  токов и напряжений при t=0, 

для этого составим схему после коммутации, но с источ-

ником ЭДС (рис.32). 

 

45 

 

 
Рис. 30 

 

1). Рассчитаем токи и напряжения в цепи до коммутации:  

 
так как  то 

 
По второму закону Кирхгофа: 

 
Так как  то 

 
Определим uC из уравнения: 

 
2).  Рассчитаем принужденный режим в цепи (при t=∞): 
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По второму закону Кирхгофа: 

 
откуда 

                             

       Так как  

                           
       Определим uCпр: 

 

             
3). Рассчитаем свободные составляющие токов и 

напряжений. 

Для этого рассмотрим схему электрической цепи после 

коммутации и при исключении из схемы внешних 

вынужденных сил, то есть источников энергии (рис.31).  

 
Рис. 31 

 

Для определения характера свободных составляющих 

токов и напряжений составим характеристическое уравнение 

данной цепи, которое получим из системы интегрально 

дифференциальных уравнений, составленных по законам 

Кирхгофа для свободного процесса: 
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Характеристический полином определяется как главный 

определитель матрицы, составленный для полученной 

системы. Алгебраизируя систему уравнений получим: 

 
откуда: 

 

                           
 

 
Приравняем к нулю характеристический полином и 

получим характеристическое уравнение, из которого 

определим его корни: 

 

 

 


