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ТТТеееооорррииияяя   пппррриииннняяятттииияяя   рррееешшшеееннниииййй   
ИИссссллееддооввааннииее  ооппеерраацциийй  ——  ттееоорриияя  ммааттееммааттииччеессккиихх  ммооддееллеейй  ии  ммееттооддоовв  
ппрриинняяттиияя  рреешшеенниийй..  

11..  ННааллииччииее  ннееккооттооррооггоо  ппррооццеессссаа    
22..  ННааллииччииее  ууппррааввлляяюющщиихх  ввооззддееййссттввиийй  
33..  ННааллииччииее  ццееллии,,  ррааддии  ккооттоорроойй  ппррооввооддииттссяя  ооппеерраацциияя  
44..  ВВыыббоорр  ннааииллууччшшееггоо  ((ооппттииммааллььннооггоо))  ууппррааввллеенниияя,,  ппррии  ккооттоорроомм  
ддооссттииггааееттссяя  ццеелльь  

ООппеерраацциияя  ——  ссииссттееммаа  ддееййссттввиийй,,  ооббъъееддииннееннннааяя  ееддиинныымм  ззааммыыссллоомм  ии  
ннааппррааввллееннннааяя  ннаа  ддооссттиижжееннииее  ооппррееддееллеенннноойй  ццееллии..  

ООссннооввннааяя  ззааддааччаа  ттееооррииии  ооппттииммааллььнныыхх  рреешшеенниийй  ссооссттооиитт  вв  ппррееддссттааввллееннииии  
ооббоосснноовваанннныыхх  ккооллииччеессттввеенннныыхх  ддаанннныыхх  ии  ррееккооммееннддаацциийй  ддлляя  ппрриинняяттиияя  
ооппттииммааллььнныыхх  рреешшеенниийй..  

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 
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Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



ММааттееммааттииччеессккааяя  ммооддеелльь  
ММааттееммааттииччеессккааяя  ммооддеелльь  ——  ооббъъееккттииввннааяя  ссххееммааттииззаацциияя  ооссннооввнныыхх  
аассппееккттоовв  рреешшааееммоойй  ззааддааччии  ииллии  ееее  ооппииссааннииее  вв  ммааттееммааттииччеессккиихх  ттееррммииннаахх..  

ММааттееммааттииччеессккааяя  ммооддеелльь  ооппииссыыввааеетт  ииссссллееддууееммууюю  ссииссттееммуу  ии  ппооззввоолляяеетт  
ввыыррааззииттьь  ееее  ээффффееккттииввннооссттьь  вв  ввииддее  ццееллееввоойй  ффууннккццииии      

WW  ==  ff((XX,,YY)),,  

ггддее      XX  ==  ((xx11,,……,,  xxnn))  ——  ууппррааввлляяееммыыее  ппееррееммеенннныыее,,    

                YY  ==  ((yy11,,……,,  yymm))  ——  ннееууппррааввлляяееммыыее  ппееррееммеенннныыее  ((ииссххоодднныыее  ддаанннныыее))..      

ССввяяззьь  ммеежжддуу  ппееррееммеенннныыммии  XX  ии  ииссххоодднныыммии  ддаанннныыммии  YY  ввыырраажжааееттссяя  сс  
ппооммоощщььюю  ооггррааннииччеенниийй  

ϕϕ  ((XX,,  YY))  ≤≤  00..  

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



ММооддееллии  ппрриинняяттиияя  рреешшеенниийй  
  

11..  ДДооллггооссррооччннооее  ссттррааттееггииччеессккооее  ппллааннииррооввааннииее::    

ззааддааччии  ррааззммеещщеенниияя  ппррооииззввооддссттвваа,,    ррааззввииттииее  ннееффттяянноойй  ии  ггааззооввоойй  
ппррооммыышшллееннннооссттии    

22..  ССррееддннеессррооччннооее  ппллааннииррооввааннииее::  

ттррааннссппооррттнныыее  ззааддааччии,,  ззааддааччии  ммаарршшррууттииззааццииии,,  ззааддааччии  ккааллееннддааррннооггоо  
ппллаанниирроовваанниияя  сс  ооггррааннииччеенннныыммии  рреессууррссааммии    

33..  ООппееррааттииввннооее  ууппррааввллееннииее::  

ззааддааччии  ттееооррииии  рраассппииссаанниийй,,  ззааддааччии  рраассккрроояя  ии  ууппааккооввккии  

  

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



ЗЗЗааадддааачччиии   рррааазззмммееещщщееенннииияяя   пппррроооииизззвввооодддссстттвввааа   

   Системы сотовой связи, филиалы банков, производство продукции   

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



ТТТрррааанннссспппоооррртттннныыыеее   зззааадддааачччиии      Потребители 

   
   

   
   

  
   

  
  

Транспортные 
затраты 

Предприятия 
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Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



   ЗЗЗааадддааачччиии   мммаааррршшшрррууутттииизззааацццииииии   

   
   
   
   
                                                                                                                           

Найти маршрут минимальной длины 

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



ЗЗЗааадддааачччиии   тттеееооорррииииии   рррааассспппииисссаааннниииййй   

Графики движения поездов, рабочие бригады, ремонт составов 

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



   ЗЗЗааадддааачччиии   рррааассскккрррооояяя   иии   ууупппааакккооовввкккиии     

  
  
  

Раскрой пиломатериала, листового железа, станки с ЧПУ 

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



МММааатттрррииичччннныыы    ииигггрррыыы     еее

Pij 
вероятность поражения 

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



СССиииссстттееемммыыы   пппоооддддддеееррржжжкккиии   рррееешшшеееннниииййй   
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модели 
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Интерфейс пользователя 

Лицо, принимающее решение 
Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



ХХХаааррраааккктттеееррриииссстттииикккиии   ааалллгггооорррииитттмммоооввв   
 
ДДлляя  ооццееннккии  ккааччеессттвваа  ааллггооррииттммоовв  ббууддеемм  ииссппооллььззооввааттьь  ддвваа  ппааррааммееттрраа::    

TTAA  ——  ттррууддооееммккооссттьь  ((ччииссллоо  ээллееммееннттааррнныыхх  ооппеерраацциийй  ааллггооррииттммаа  AA));;            

ППАА  ——  ттррееббууееммыыйй  ооббъъеемм  ппааммяяттии..  

ЭЭллееммееннттааррннааяя  ооппеерраацциияя    ——  ооддннаа  иизз  ааррииффммееттииччеессккиихх  ооппеерраацциийй::  
ссллоожжееннииее,,  ввыыччииттааннииее,,  ууммнноожжееннииее,,  ддееллееннииее  ииллии  ллооггииччеессккааяя  ооппеерраацциияя  
ссррааввннееннииее  ддввуухх  ччииссеелл..  

ННаасс  ббууддеетт  ииннттеерреессооввааттьь  ззааввииссииммооссттьь  ппааррааммееттрроовв  ааллггооррииттммаа  оотт  ддллиинныы  
ззааппииссии  ииссххоодднныыхх  ддаанннныыхх  ззааддааччии  сс  ттооччннооссттььюю  ддоо  ппоорряяддккаа  ввееллииччиинн..  

  

ППррииммеерр::  ППррии  ТТ  ==  33//22  nn22  ,,  ббууддеемм  ппииссааттьь  TT  ==  OO((nn22))  ииллии  TT  ≈  nn22..  

  

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



ПППооолллииинннооомммиииаааллльььннныыыеее   ааалллгггооорррииитттмммыыы  

  

ООппррееддееллееннииее..  ААллггооррииттмм  AA  ннааззыыввааюютт  ппооллииннооммииааллььнныымм,,  еессллии  ееггоо  
ттррууддооееммккооссттьь  TTAA  ооггррааннииччееннаа  ппооллииннооммоомм  оотт  ддллиинныы  ззааппииссии  ииссххоодднныыхх  
ддаанннныыхх,,  ттоо  еессттьь  ссуущщеессттввууеетт  ккооннссттааннттаа  cc  >>  00    ии  ннааттууррааллььннооее  ччииссллоо  kk  
ттааккииее,,  ччттоо  TTAA  ≤≤  cc  LLkk,,    ггддее  LL  ——  ддллииннаа  ззааппииссии  ииссххоодднныыхх  ддаанннныыхх..  

  

ППррииммеерр::  ППууссттьь  ffii  ((xxii))  ==  aaii    xxii,,  ттооггддаа  YaL
n

i
i loglog

1
+=∑

=
,,    

нноо  TTДДПП  ==  OO((YY22nn)),,    ттоо  еессттьь  ааллггооррииттмм  ДДПП  ннее  яяввлляяееттссяя  ппооллииннооммииааллььнныымм.. 

 

 

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



РРаассппррееддееллииттееллььннааяя  ззааддааччаа  
Имеем   

n — число предприятий;  

Y — количество единиц некоторого ресурса; 

fk(x) — количество продукции, которое будет произведено на k-м 
предприятии, если в него будет вложено x единиц ресурса (монотонно 
неубывающая функция). 

Требуется: максимизировать объем продукции 

f1(x1) +…+ fn(xn) → max (1) 

x1 +…+ xn ≤ Y (2) 

xi ≥ 0, целые, i = 1,…n. (3) 

 

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



ИИддееяя  ддииннааммииччеессккооггоо  ппррооггррааммммиирроовваанниияя  ((ДДПП)) 

 

Метод ДП (Р. Беллман, В.С. Михалевич, Н.З. Шор ) можно трактовать 
как алгоритмическую версию рассуждений по индукции. 

Пусть sk(y), 1 ≤ k ≤ n,  0 ≤ y ≤ Y, — оптимальное значение целевой 
функции задачи (1) – (3), где n заменено на k, Y заменено на y. 

Требуется найти sn(Y) и набор переменных, на котором достигается это 
значение. 

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



ТЕОРЕМА 1. Пусть  f1, … , fn — монотонно неубывающие функции.    
Тогда справедливы следующие рекуррентные соотношения: 

s1(y) = f1(y),  0 ≤ y ≤ Y; (4) 

sk(y) = max {sk−1(y − x) + fk(x) | 0 ≤ x ≤ y},  2 ≤ k ≤ n,  0 ≤ y ≤ Y, (5) 

 

Доказательство: Соотношение (4) очевидно.   По определению 

sk(y) ≥ max {sk−1(y − x) + fk(x) | 0 ≤ x ≤ y}. 

Пусть теперь ),...,( 1
∗∗
kxx — такой вектор, что yxx k ≤++ ∗∗ ...1  и 

...)()( 11 += ∗xfysk  )( ∗+ kk xf . 

Поскольку  ),(...)()( 11111
∗
−−

∗∗
− ++≥− kkkk xfxfxys  имеем 

)()()(...)()( 111
∗∗

−
∗∗ +−≤++= kkkkkkk xfxysxfxfys .   

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



Алгоритм ДП вычисляет множество Sk = {sk(y) | 0 ≤ y ≤ Y}, k =1,…,n с 
помощью соотношений (4) и (5), где на каждом шаге оптимизируется 
ровно одна переменная. 
 

Процесс вычисления S1,…,Sn называется 
прямым ходом алгоритма. 

Число операций ≈ Y 
2n 

Память ≈ Y n . 

 

y S1(y) S2(y) … Sn(y) 
0     
1     
2     
     

Y    Sn(Y) 

При обратном ходе алгоритма вычисляются значения ),...,( 1
∗∗ xxn , с 

учетом того, что уже известны Sk(y). Например, ∗
nx  определяется из 

уравнения  += ∗)()( nnn xfYs  )(1
∗

− − nn xYs  и так далее.  

Число операций ≈ Y n.   Память ≈ Y n. 
Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



  

Обобщим задачу (1)–(3): 

f1(x1) +…+ fn(xn) → max (1′)

h1(x1) +…+ hn(xn) ≤ Y (2′)

ai ≥ xi ≥ 0, целые, i = 1,…n. (3′)

Если hi(x) — целочисленные монотонно неубывающие функции,  
то вместо (4)–(5) можно использовать следующие  
рекуррентные соотношения: 

s1(y) = f1(x* ), где x* = max{ x | x ≤ a1 | h1(x) ≤ y}, 0 ≤ y ≤ Y; (4′)

sk(y) = 
})(|{

max
yxhax kk ≤≤

{ fk(x) + sk−1(y − hk(x))},  2 ≤ k ≤ n,  0 ≤ y ≤ Y. (5′)

Упражнение 1.  Доказать справедливость соотношений (4′)–(5′).  

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



Обратная задача  — поиск наименьших затрат на получение заданного 
количества продукции: 

 

h1(x1) +…+ hn(xn) → min (6)

f1(x1) +…+ fn(xn) ≥ D (7)

ai ≥ xi ≥ 0, целые, i = 1,…n. (8)

 

Если fk(x) — целочисленные монотонно неубывающие функции, то для 
решения задачи (6)–(8) можно использовать идеи динамического 
программирования. 

 

 

 
Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



Пусть  }.)(|0min{)(1 dxfaxdf iii ≥≤≤=−    

Для 1≤ k ≤ n,  0 ≤ d ≤ D   обозначим через  tk(d) —  оптимальное решение 
задачи (6)–(8), в которой n заменено на k, а D  заменено на d.  

Требуется найти  tn(D). 

Рекуррентные соотношения 

⎩
⎨
⎧

≥

<∞
= − ,)(   если   )),((

,)(   если                 ,
)(

11
1

11

11
1

dafdfh

daf
dt      0 ≤ d ≤ D, (9)

tk(d) = min{tk–1(d – fk(x)) + hk(x)| 0 ≤ x ≤ ak, x ≤ )(1 dfk
− }, 

k ≥ 2,  0 ≤ d ≤ D. 
(10)

Упражнение 2.  Доказать справедливость соотношений (9)–(10).  

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



ТЕОРЕМА 2: Предположим, что D — наибольшее число, для которого 
оптимальное значение целевой функции задачи (6)–(8) не превосходит Y. 
Тогда оптимальное значение целевой функции задачи (1′)–(3′) равно D. 

Доказательство: Пусть  D   удовлетворяет условию теоремы  
и   ),...,( 1

∗∗
nxx  — соответствующее решение  задачи (6)–(8).  

Значит    
Dxfxf nn ≥++ ∗∗ )(...)( 11   и  .)(...)( 11 Yxhxh nn ≤++ ∗∗  

 
Следовательно,  D не превосходит оптимального решения D1 задачи  
(1′)–(3′). Если бы  D1 было больше D, то решение задачи (6)–(8), в 
которой D заменено на D1, тоже не превышало бы Y, что противоречит 
максимальности D.   
 

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



ЗЗЗааадддааачччааа   ооо   ббблллииижжжааайййшшшеееммм   сссооосссееедддеее   
Дано:    функция  f (x, y) ≥ 0 — затраты на обслуживание отрезка дороги  

              от x до y,     0 ≤ x ≤ y ≤ M,      x, y — целочисленные точки, 

n — число отрезков. 

Найти: оптимальное разбиение сегмента  [0,M]   на  n  отрезков. 

 

Математическая модель: 

∑
=

−

n

k
kk xxf

1
1 ),(min  

0 = x0 ≤ … ≤ xn = M 

 

   
Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



АААлллгггооорррииитттммм   дддииинннааамммииичччееессскккооогггооо   пппрррооогггррраааммммммииирррооовввааанннииияяя   
Sk(y) — минимальные затраты на обслуживание k отрезков для сегмента 
[0, y]. 

 
Рекуррентные соотношения: 

S1(y) = f (0,y),   y = 1,…, M 

)},()({min)( 1
0

yxfxSyS k
yx

k += −
≤≤

,   y = 0,…, M,   k = 2,…, n. 

 

T = O(nM 
2)    П = O(nM)

Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 



Лекция 1. Исследование операций.  Динамическое программирование 

Для каждого n = 1,…, M  найти  Sn(M)  и выбрать наименьшее значение 

ОООппптттииимммииизззааацццииияяя   чччиииссслллааа   ооотттрррееезззкккоооввв 

T = O(M 3),   П = O(M 2). 

Модифицированный  вариант 

)(~ yS  — минимальные затраты на обслуживание сегмента [0, y]. 

Рекуррентные соотношения: 
,0)0(~ =S  

)},()(~{min)(~
10

yxfxSyS
yx

+=
−≤≤

,   y = 1,…, M. 

T = O(M 2),   П = O(M). 
 

 


