
ЗЗЗааадддааачччиии   ооо   рррюююкккзззааакккеее  
ММооддеелльь  ррааззммеещщеенниияя  ккааппииттааллаа  

ДДаанноо    PP11,,  PP22,,  ……  ,,  PPNN  ——  ппррооееккттыы;;  
        TT  ——  ггооррииззооннтт  ппллаанниирроовваанниияя  ((ддллииннаа  ннааииббооллееее  ппррооддооллжжииттееллььннооггоо  ппррооееккттаа));;  
        ssttkk  ——  ддооххоодд  оотт  ппррооееккттаа  PPkk  кк  ккооннццуу  ггооддаа  tt;;  

        yyttkk  ——  ииннввеессттииццииии  вв  ппррооеекктт  PPkk  вв  ннааччааллее  ггооддаа  tt;;            ss00kk  ==  yyTT++11kk  ==  00;;  
        rr  ——  ккооээффффииццииееннтт  ддииссккооннттиирроовваанниияя  ззааттрраатт  

        ∑
=

+ +−=
T

t

t
kttkk rysb

0
,1 )1/()(   ——  ссууммммааррннааяя  ппррииббыылльь  оотт  ппррооееккттаа  PPkk;;  

      CC  ==  ((cc11,,  ……,,  ccTT))  ——  ддооссттууппнныыйй  ккааппииттаалл  ддлляя  ррааззввииттиияя  ппррооееккттоовв  

      AAkk  ==  ((aa11kk,,  ……,,  aaTTkk))  ——  ввееккттоорр  ззааттрраатт  ннаа  ррееааллииззааццииюю  ппррооееккттаа  PPkk  ((ццееллыыее));;  

      ЕЕссллии  ддооххоодд  ннееллььззяя  ррееииннввеессттииррооввааттьь,,  ттоо    aattkk  ==  yyttkk,,    ииннааччее    aattkk  ==  yyttkk  ––  sstt––11kk  ..  
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ННааййттии      ппооддммнноожжеессттввоо  ппррооееккттоовв,,  ккооттооррыыее  ммоожжнноо  ррееааллииззооввааттьь  ннаа  ккааппииттаалл  CC  ии  
ккооттооррыыее  вв  ссууммммее  ддааюютт  ммааккссииммааллььннууюю  ппррииббыылльь,,  ттоо  еессттьь  
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ппррии  ооггррааннииччеенниияяхх  
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,,        tt  ==  11,,……,,  TT  

xxkk  ∈∈  {{00,,  11}},,        kk  ==  11,,……,,  NN  
  
ЗЗааммееччааннииее  11..      ППррии  TT  ==  11  ппооллууччааеемм  ллииннееййннууюю  рраассппррееддееллииттееллььннууюю  ззааддааччуу  сс    
00--11  ппееррееммеенннныыммии  ——  ззааддааччуу  оо  ррююккззааккее..  

ЗЗааммееччааннииее  22..    ББеезз  ооггррааннииччеенниияя  ооббщщннооссттии  ммоожжнноо  ссччииттааттьь,,  ччттоо  ,
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tt  ==  11,,……,,  TT,,  ((ммоожжнноо  ппооллууччииттьь  ззааддааччуу  оо  ррююккззааккее  ддаажжее  ппррии  TT  >>11))..  
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АААлллгггооорррииитттммм   дддииинннааамммииичччееессскккооогггооо   пппрррооогггррраааммммммииирррооовввааанннииияяя   
Обозначим через fk(Y) максимальную прибыль от первых k проектов при дос-
тупном капитале Y = (y1, … , yT). 

ТТооггддаа      ff00((YY))  ==  00  

            ffkk++11((YY))  ==  mmaaxx  [[ffkk((YY)),,    bbkk++11  ++  ffkk((YY  ––  AAkk++11))]]  ,,    kk  ==  00,,  ……,,  NN  ––  11,,    00  ≤≤  YY  ≤≤  CC,,  

ггддее  ffkk((YY  ––  AAkk++11))  ==  ––  ∞∞,,  еессллии  ввееккттоорр  YY  ––  AAkk++11  ииммеееетт  ххооттяя  ббыы  ооддннуу  ооттррииццааттееллььннууюю  
ккооммппооннееннттуу..  

ТТДДПП  ==  OO((NN  ⋅⋅  cc11  ⋅⋅  ……  ⋅⋅  ccTT));;              

ППДДПП  ==  OO((NN  ⋅⋅  cc11  ⋅⋅  ……  ⋅⋅  ccTT))..  

ППооллнныыйй  ппееррееббоорр  ——  22NN    ввааррииааннттоовв..  

 



ВВВееерррхххннняяяяяя   оооцццееенннкккааа   
Релаксация линейного программирования 
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(2) 

      00  ≤≤  xxkk  ≤≤  11,,      kk  ==  11,,  ……,,  NN..   
 (3) 

 
Теорема 2.1.  Существует оптимальное решение xLP с не более чем   
min (T, N)  дробными компонентами 
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Доказательство.  Пусть T < N (иначе утверждение очевидно). Приведем  
задачу к канонической форме. Получим 2N + T переменных и N + T ограни-
чений: 
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,         tt  ==  11,,……,,  TT,, (5) 

xxjj  ++  μμjj  ==  11,,      jj  ==  11,,……,,  NN,, (6) 
xxjj  ≥≥  00,,      μμjj  ≥≥  00,,      λλtt  ≥≥  00..  (7) 

ЛЛююббооее  ббааззииссннооее  ддооппууссттииммооее  рреешшееннииее  ииммеееетт  ннее  ммееннееее  NN  ннууллеейй..  ППррееддппооллоожжиимм,,  
ччттоо  TT  иизз  нниихх  ссооооттввееттссттввууюютт  ппееррееммеенннныымм  λλtt..  ТТооггддаа  NN  ––  TT  ннууллеейй  ооссттааннееттссяя  ддлляя  
xxjj  ии  μμjj..  ЕЕссллии  ддлляя  ннееккооттооррооггоо  jj  ииммеееемм  μμjj  ==  00,,  ттоо  xxjj  ==  11  ——  ццееллооее..  ЕЕссллии    
xxjj  ==  00  ——  ттоожжее  ццееллооее..  ТТааккиимм  ооббррааззоомм,,  ппооллууччааеемм  NN  ––  TT  ццееллыыхх  ккооммппооннееннтт  ддлляя  xxjj,,  
ттоо  еессттьь  TT  ддррооббнныыхх.. 
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ОООкккррруууггглллеееннниииеее   дддррроообббнннооогггооо   рррееешшшееенннииияяя   
ППууссттьь  xLP  ——  ооппттииммааллььннооее  рреешшееннииее  ззааддааччии  ((44))––((77))..  ДДлляя    γγ  ∈∈  [[00,,11]]  ппооллоожжиимм  
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ДДлляя  ооссттааввшшииххссяя  ддррооббнныыхх  ззннааччеенниийй  ппееррееммеенннныыхх  ссффооррммииррууеемм  ппооддззааддааччуу  ввииддаа  
((44))––((77)),,  ппеерреессччииттаавв  ппррааввыыее  ччаассттии  ооггррааннииччеенниийй..  ННааййддеемм  ооппттииммааллььннооее  рреешшееннииее  
xLP  ддлляя  ээттоойй  ппооддззааддааччии  ии  ппооллоожжиимм   
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ННаа  ээттоомм  шшааггее  ззннааччееннииее  ккаакк  ммииннииммуумм  оодднноойй  ппееррееммеенннноойй  ббууддеетт  ззааффииккссиирроовваа--
нноо..  ППооввттоорряяяя  ппррооццееддуурруу,,  ннааййддеемм  ддооппууссттииммооее  рреешшееннииее  ииссххоодднноойй  ззааддааччии..  
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ЗЗЗааадддааачччааа   оооббб   ооотттпппрррааавввкккеее   гггрррууузззоооввв   
II  ==  {{11,,……,,  nn}}  ——  ааввииааллааййннееррыы,,        JJ  ==  {{11,,……,,  mm}}  ——  ккооннттееййннееррыы,,  

ppiijj  ——  ддооххоодд  оотт  ддооссттааввккии  ааввииааллааййннеерроомм  ii  ккооннттееййннеерраа  jj,,          
wwjj  ——  ввеесс  ккооннттееййннеерраа  jj,,    
ccii  ——  ввммеессттииммооссттьь  ааввииааллааййннеерраа  ii,,    

{ иначе   0 
омавиалайнер контейнеротправить если  ,1  ijxij =   
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xxiijj  ∈∈{{00,,11}},,      ii∈∈II,,      jj∈∈JJ..  

 



ДДДаааллльььннняяяяяя   эээкккссспппееедддииицццииияяя   
ММооррссккооее  ссуудднноо  ггррууззооппооддъъееммннооссттььюю  СС  ооттппррааввлляяееттссяя  вв  ээккссппееддииццииюю..  
JJ  ==  {{11,,……,,  mm}}  ——  ттииппыы  ггррууззоовв  ((ттррааккттоорраа,,  ээллееккттррооггееннееррааттооррыы,,  ррааддииооссттааннццииии,,……))  
NNjj  ——  ввааррииааннттыы  ггррууззоовв  ддлляя  jj∈∈JJ,,        wwiijj  ——  ввеесс  ггррууззаа  jj  ппоо  ввааррииааннттуу  ii∈∈NNjj  
ppiijj  ——  ппооллееззннооссттьь  ггррууззаа  
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xxiijj  ∈∈{{00,,11}},,      ii∈∈NNjj,,      jj∈∈JJ..  
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ГГГиииллльььооотттииинннннныыыййй   рррааассскккррроооййй   мммааатттеееррриииааалллааа   
ДДаанн    ллиисстт  ррааззммеерраа    LL  ××  WW    ии    nn  ттииппоовв  ппрряяммооууггооллььннииккоовв  lljj  ××  wwjj,,  jj==11,,……,,nn  
  ppjj  >>  00  ——  ддооххоодд  оотт  ппрряяммооууггооллььннииккаа  jj,,  ппооввооррооттыы  ззааппрреещщеенныы,,  ррааззррееззыы  ппаарраалл--
ллееллььнноо  ооссяямм  ккооооррддииннаатт  оотт  ккррооммккии  ддоо  ккррооммккии..    ДДввууххссттааддииййннааяя  ооббррааббооттккаа::  ссннаа--
ччааллаа  рреежжеемм  ллиисстт  ппааррааллллееллььнноо  ооссии  yy,,    ззааттеемм  ппааррааллллееллььнноо  ооссии  xx..  
ННааййттии  рраассккрроойй  ллииссттаа  сс  ммааккссииммааллььнныымм  ддооххооддоомм..  
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ППууссттьь    
  
kk  ——  ччииссллоо  ппааррааллллееллььнныыхх  ппооллоосс    kk  ==  ⎣⎣  LL  //  llmmiinn  ⎦⎦    

yyii  ——  шшииррииннаа  ппооллооссыы  ii,,  11  ≤≤  ii  ≤≤  kk,,            

xxiijj  ——  ччииссллоо  jj--хх  ппрряяммооууггооллььннииккоовв  вв  ппооллооссее  ii,,                      

⎩
⎨
⎧ >=′ иначе   0

0   если   ,1 ij
ij

xx   

mmjj  ==  ⎣⎣WW  //  wwjj⎦⎦  ——  ммааккссииммааллььнноо  ввооззммоожжннооее  ччииссллоо  jj--хх  ппрряяммооууггооллььннииккоовв  вв  ппооллооссее..   
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ММооддеелльь::                                                                              
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КККлллааассссссииичччееессскккаааяяя   зззааадддааачччааа   ооо   рррюююкккзззааакккеее   
  
ННааййттии::                                                                                    ∑

∈Jj
jj xpmax   

ппррии  ооггррааннииччеенниияяхх                            
,Cxw

Jj
jj ≤∑

∈
  

ВВссее  ккооээффффииццииееннттыы  ppjj,,  wwjj,,  CC  ——  ццееллыыее  ччииссллаа..    xxjj∈∈{{00,,11}},,  jj∈∈JJ..  
  

ООппррееддееллееннииее      ААллггооррииттмм  АА  ннааззыыввааееттссяя  ппррииббллиижжеенннныымм  ааллггооррииттммоомм  сс    
ггааррааннттиирроовваанннноойй  ааббссооллююттнноойй  ттооччннооссттььюю  KK,,  еессллии  ддлляя  ллююббооггоо  ппррииммеерраа  II    
ааллггооррииттмм  ннааххооддиитт  ззннааччееннииее  zzAA((II))  сс  ооттккллооннееннииеемм  оотт  ооппттииммууммаа    zz**((II))  ннее  ббооллееее  KK,,  
ттоо  еессттьь  

zz**((II))  ––  zzAA((II))  ≤≤  KK,,      ддлляя  ввссеехх  II..  
ООббооззннааччиимм  ччеерреезз  TTAA((nn,,  CC))    ттррууддооееммккооссттьь  ааллггооррииттммаа  AA  ддлляя  ззааддааччии  сс  nn    ппррееддммее--
ттааммии  ии  ввммеессттииммооссттььюю  ррююккззааккаа  CC..  
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ТТееооррееммаа  22..22..    ППууссттьь  AA  ——  ппррииббллиижжеенннныыйй  ааллггооррииттмм  сс  ггааррааннттиирроовваанннноойй  ааббссоо--
ллююттнноойй  ттооччннооссттььюю  KK  ии  ттррууддооееммккооссттььюю  TTAA((nn,,  CC))..  ТТооггддаа  ааллггооррииттмм  AA  ддлляя  ллююббооггоо  
ппррииммеерраа  ппооззввоолляяеетт  ннааййттии  ттооччннооее  рреешшееннииее  ззааддааччии  оо  ррююккззааккее  сс  ттоойй  жжее  ттррууддооеемм--
ккооссттььюю..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо..  ППррииммеерр  II  ззааддааееттссяя  ччииссллааммии  pp11,,……,,  ppnn,,  ww11,,……,,  wwnn,,  CC..  ППооссттррооиимм  
ннооввыыйй  ппррииммеерр  II′′,,  ппооллоожжиивв  СС′′  ==  СС,,    jjjj wwpKp =′+=′  ,)1( ,,  jj∈∈JJ..    ООббаа  ппррииммеерраа  

ииммееюютт    оодднноо  ии  ттоо  жжее  ммнноожжеессттввоо  ддооппууссттииммыыхх  рреешшеенниийй..  ТТаакк  ккаакк  ццееллееввааяя  ффууннкк--

цциияя  ддлляя  II′′  вв  ((KK  ++  11))  рраазз  ббооллььшшее,,  ччеемм  ддлляя  II,,  ттоо  ооппттииммааллььнныыее  ннааббооррыы  ∗
jx   ссооввппааддаа--

юютт..  ДДлляя  ппррииммеерраа  II′′  ииммеееемм      zz**((II′′))  ––  zzAA((II′′))  ≤≤  KK,,      нноо      zzAA((II′′))  ==  ((KK  ++  11))  zzAA((II))    ии    

zz**((II′′))  ==  ((KK  ++  11))  zz**((II)),,      ттоо  еессттьь        zz**((II))  ––  zzAA((II))  ≤≤  
1+K

K
  

ТТаакк  ккаакк  ppjj  ——  ццееллыыее,,  ттоо        zz**((II))  ––  zzAA((II))  ≤≤  00,,      ттоо  еессттьь  zz**((II))  ==  zzAA((II)),,        ччттоо  ии  ттррееббоовваа--
ллооссьь  ддооккааззааттьь..      



ЖЖЖааадддннныыыеее   ааалллгггооорррииитттмммыыы   
УУппоорряяддооччиимм  ппррееддммееттыы  ппоо  ппллооттннооссттии    ppjj  //  wwjj    ии  ббууддеемм  ссччииттааттьь,,  ччттоо  

nn wpwpwp /...// 2211 ≥≥≥   

ЖЖаадднныыйй  ааллггооррииттмм  
11..  0:=w ;;      zzGG  ::==  00;;  
22..  ffoorr    jj  ::==  11  ttoo    nn    ddoo  
            iiff    Cww j ≤+   tthheenn  

                                                          xxjj::==11;;      j
GG

j pzzwww +=+= :    ;: ;;  

                                      eellssee    xxjj::==00;;  
  

TTGG  ==  OO((nn  lloogg  nn  ++  nn)),,        ППGG  ==  OO((nn))  
УУппрраажжннееннииее      ЕЕссллии  ппооссллееддннюююю  ссттррооккуу  ззааммееннииттьь  ннаа  eellssee  {{  ffoorr  kk::==jj    ttoo    nn    ddoo    
xxkk::==00;;  bbrreeaakk  }},,  ттоо  ттааккооее  рреешшееннииее  ммоожжнноо  ннааййттии  сс  TT==  OO((  nn))..          
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РРРееелллаааккксссааацццииияяя   лллииинннееейййнннооогггооо   пппрррооогггррраааммммммииирррооовввааанннииияяя   

LLPP––ррееллааккссаацциияя                                            ∑
∈

=
Jj

jj
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ггааррааннттиирроовваанннноойй  ооттннооссииттееллььнноойй  ттооччннооссттььюю  KK,,  еессллии  ддлляя  ллююббооггоо  ппррииммеерраа  II  

ааллггооррииттмм  ннааххооддиитт  ззннааччееннииее  zzAA((II))  ттааккооее,,  ччттоо        K
I
IA
≥∗ )(

)(
z
z

  ддлляя  ввссеехх  II..    

  

ЕЕссллии  εε  ==  11  ––  KK,,  ттоо  ε≤−
∗

∗

)(
)()(

Iz
IzIz A

  ––  ооттннооссииттееллььннааяя  ппооггрреешшннооссттьь  ааллггооррииттммаа..  
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МММооодддииифффииицццииирррооовввааанннннныыыййй   жжжааадддннныыыййй   ааалллгггооорррииитттммм   
ИИссппооллььззууеемм  ппррееддыыддуущщиийй  жжаадднныыйй  ааллггооррииттмм,,  ппооллууччааеемм    zzGG  ..    

ЗЗааттеемм  ппооллааггааеемм  zzMMGG  ==  mmaaxx  {{zzGG,,  mmaaxx{{ppjj  ||  jj∈∈JJ}}}}..  

ТТееооррееммаа  22..44..  ММооддииффиицциирроовваанннныыйй  жжаадднныыйй  ааллггооррииттмм    AAMMGG    ииммеееетт  ггааррааннттиирроо--
ввааннннууюю  ооттннооссииттееллььннууюю  ттооччннооссттьь  KK  ==  ½½  ..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо..    ИИзз  ссввооййссттвваа  22  ддлляя  LLPP--ррееллааккссааццииии  ииммеееемм  

zz**  ≤≤  zzGG  ++  ppmmaaxx  ≤≤  zzMMGG  ++  zzMMGG..  

  

ППррииммеерр..          ППооллоожжиимм                      nn  ==  33,,  CC  ==  22MM  ,,  

pp11  ==  22,,      pp22  ==  MM,,      pp33  ==  MM,,    
ww11  ==  11,,    ww22  ==  MM,,    ww33  ==  MM..  

ППооллууччааеемм    zz**  ==  22MM,,    zzMMGG  ==  22  ++MM,,    ттоо  еессттьь  ооццееннккуу  KK  ==  ½½      ннееллььззяя  ууллууччшшииттьь..  
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АААлллгггооорррииитттммм   GGG   ¾         
ССооккрраащщааеемм  ппооггрреешшннооссттьь  ззаа  ссччеетт  ттррууддооееммккооссттии  

Алгоритм G ¾  
11..    zzAA  ::==  mmaaxx  {{ppjj  ||  jj∈∈JJ}};;  

2.   ДДлляя  ввссеехх  ппаарр      ((ii,,  kk))  ∈∈  JJ  × J 

     if   wi + wk ≤≤  CC  then 

• применяем алгоритм AMG к задаче  с множеством  
{j | pj ≤≤  mmiinn{{ppii,,  ppkk}}}\{i, k}  
и вместимостью рюкзака C – wi – wk 

 

••  if  ppii  ++  ppkk +  zzMMGG  > zzAA    tthheenn    zzAA  ::==  ppii  ++  ppkk +  zzMMGG..  

  



ТТееооррееммаа  22..55..  ААллггооррииттмм    G ¾    ииммеееетт  ггааррааннттииррооввааннннууюю  ооттннооссииттееллььннууюю  ттоочч--
ннооссттьь    KK  ==  ¾¾..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо..    ЕЕссллии  ооппттииммааллььннооее  рреешшееннииее  ∗
jx   ссооддеерржжиитт  ттооллььккоо  ооддиинн  

ппррееддммеетт,,  ттоо  zzAA =  zz** и утверждение верно. Предположим, что в оптимальном 
решении не меньше двух предметов. Выберем среди них два ),( ∗∗ ki

(
 с наи-

большими pj. На некотором шаге алгоритм G ¾    выберет эту пару ), ∗∗ ki  и 
применит алгоритм AMG к задаче с множеством предметов 

},{\}},min{|{ ∗∗∗∗
≤ kipppj kij  и вместимостью рюкзака  .

∗∗
−− kwiwC  

Обозначим через ∗
sz  оптимальное решение этой подзадачи. Тогда 

.∗∗ ++=
∗∗ ski zppz

MG
ski

A zppz ++≥
∗

  Алгоритм  AMG  для этой подзадачи найдет значение . 

Так как  zA — лучшее из решений, просмотренных алгоритмом G ¾, то 

MG
sz

.
∗

  По теореме 2.4  имеем  ∗≥ s
MG
s z2

1z . 
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Рассмотрим два случая. 

Случай 1. .2
1 ∗≥+
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A zppzppz 2
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.)()( 4
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Случай 2. .2
1 ∗<+

∗∗
zpp ki   Тогда .),min( 4

1 ∗<
∗∗

zpp ki  По определению   

содержит предметы с  

∗
sz

∗≤ zp j 4
1 , значит ∗∗ +≤≤ zzz MG

s
LP
ss 4

1z .  

Теперь  .4
1

4
1* ∗∗∗ +≤+++≤++=

∗∗∗∗
zzzzppzppz AMG

skiski  

Пример.  ППооллоожжиимм                    nn  ==  55,,  CC  ==  44MM  ,,  

pp11  ==  22,,      pp22  ==  pp33  ==  pp44  ==  pp55  ==  MM,,    
ww11  ==  11,,    ww22  ==  ww33  ==  ww44  ==  ww55  ==  MM..  

ООччееввиидднноо,,  ччттоо    zz**  ==  44MM,,    zzAA  ==  33MM  ++  22,,    ттоо  еессттьь  ооццееннккуу    KK==  ¾¾    ннееллььззяя  ууллууччшшииттьь..  
Лекция 2.   Задачи о рюкзаке     -23- 

 



Лекция 2.   Задачи о рюкзаке     -24- 

http://www.math.nsc.ru/LBRT/k5/knapsack_problem.pdf  

Algorithms and Computer Implementations 

Silvano Martello, Paolo Toth  

Knapsack Problem 

John Wiley & Sons 1990  

University of Bologna 

296 р 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://www.math.nsc.ru/LBRT/k5/knapsack_problem.pdf

